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Metoda absolutnih vozliˇscˇnih koordinat
Obraba
Temperatura
Raziskava predstavi pristop k resˇevanju dinamskih sistemov togih in prozˇnih teles,
z uporabo metode absolutnih vozliˇscˇnih koordinat ter z vkljucˇitvijo zaznavanja vecˇ
socˇasnih kontaktnih situacij. Za primer baker-grafitne krtacˇke je predstavljena sˇtudija,
ki eksperimentalno povezuje predvsem od vrtljajev, elektricˇnega toka in temperature
odvisne materialne lastnosti. Vpliv temperature na lastno dinamiko krtacˇke je bil
analiziran z izmerjenim razmernikom dusˇenja. Izmerjene materialne lastnosti so bile
implementirane v dinamski model sklopa krtacˇke, nosilca krtacˇk in drsnega obrocˇka. Z
dinamskim modelom je bila potrjena cˇasovna spremenljivost kontaktnih situacij, ki je
bila zaznana pri meritvah kontaktnih upornosti. Eksperimentalno je bilo ugotovljeno,
da se zaradi spremembe materialnih lastnosti krtacˇk v ozkem temperaturnem obmocˇju







Time variable contact development and the dynamics of the
rigid multibody systems
Alesˇ Turel







The research presents an approach to solving multibody systems dynamics of rigid
and flexible bodies using the method of absolute nodal coordinates formulation and by
including the detection of several simultaneous contact situations. This work experi-
mentally researches the rotational speed, electric current and the temperature depen-
dent material properties of copper-graphite brush. The effect of brush temperature on
material properties was analised by brush dynamics through measured damping ratio.
Experimentally defined brush material properties were implemented in the dynamic
model of the brush, brush holder and slip ring. The dynamic model confirmed the
time variability of contact situations, which was detected in the measurements of con-
tact resistance. Experimentally, was found that, due to the change in the material
properties of the brushes in a narrow temperature range between 80 ◦C and 90 ◦C, the
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A / transformacijska matrika
b m sˇirina kontakta
B / Booleanova matrika
c / konstanta
cr / koeficient restitucije
C / vektor kinematicˇnih povezav
Cq / Jakobijeva matrika kinematicˇnih povezav
Ct / parcialni odvod vektorja povezovalnih enacˇb po cˇasu
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d m vektor oddaljenosti med dvema tocˇkama
D / koeficient histereznega dusˇenja
e m vektor absolutnih vozliˇscˇnih koordinat
E MPa modul elasticˇnosti
f / deformacijski gradient
F N amplituda sile
F N vektor zunanje sile
g m/s2 gravitacijska konstanta





M Nm zunanji moment
M / masna matrika
n / sˇtevilo elementov
n m vektor normale
I / enotska matrika
K / relativna kontaktna togost
Kl / osna togostna matrika
q m, rad vektor posplosˇenih koordinat
Qc N, Nm vektor posplosˇenih sil kinematicˇnih povezav
Qd N, Nm vektor posplosˇenih sil
Qe N, Nm vektor posplosˇenih zunanjih sil
Qt N, Nm vektor posplosˇenih elasticˇnih sil
p MPa kontaktni tlak
r m krajevni vektor v globalnem koordinatnem sistemu




R m krajevni vektor tezˇiˇscˇa telesa v globalnem koordinatnem sis-
temu
S / oblikovna funkcija
S / matrika oblikovnih funkcij
u m krajevni vektor v globalnem koordinatnem sistemu z
uposˇtevanjem kota zasuka togega telesa
u m krajevni vektor v lokalnem koordinatnem sistemu brez
uposˇtevanja kota zasuka togega telesa
t s cˇas
t m vektor tangente
T J kineticˇna energija
U J deformacijska energija
v m/s hitrost
V m3, J volumen, potencialna energija
δW J virtualno delo
δWe J virtualno delo zunanjih sil
δWF J virtualno delo vektorja zunanje sile
δWi J virtualno delo vztrajnostnih sil
δWM J virtualno delo zunanjega momenta
X / matrika koeficientov
α / koeficient Baumgartejeve stabilizacijske metode
β / koeficient Baumgartejeve stabilizacijske metode
δ m globina prediranja teles v kontaktu
ε / deformacija v osni smeri
κ / ukrivljenost
ν / Poisson-ov koeficient
µ / koeficient trenja
ξ / parameter
λ N, Nm vektor Lagrangevih mnozˇiteljev







n v smeri normale
q indeks se nanasˇa na vektor q
t v smeri tangente
x x smer (komponenta)




AABB osno orientiran mejni kvadrat (ang. Axis-Aligned Bounding Box )
AVK absolutne vozliˇscˇne koordinate
BSM Baumgartejeva stabilizacijska metoda
DOF prostostne stopnje (ang. degrees of freedom)
DyS programski paket za simuliranje kinematike in dinamike togih ter
prozˇnih teles (ang. Dynamics simulation software)
k-DOP diskretno orientiran mejni mnogokotnik (ang. Discrete Oriented Po-
lygon)
MAX maksimum
OBB objektno orientiran mejni kvadrat (ang. Object-Oriented Bounding
Box )
RKF integracijska metoda Runge-Kutta-Fehlberg
TOL toleranca





V industriji se v zadnjih letih, kot posledica pospesˇenega razvoja, ostrejˇsih tehnicˇnih
zahtev in mocˇnejˇse konkurence na trgu, pojavlja vedno vecˇja tezˇnja k natancˇnemu po-
znavanju in obvladovanju mehanskih procesov pri razlicˇnih izdelkih. Ena taksˇnih je
potreba po obvladovanju dinamike alternatorske krtacˇke. V omenjenem primeru pri-
haja do interakcij med drsnim obrocˇkom - krtacˇko, krtacˇko - nosilcem krtacˇk in krtacˇko
- vzmetjo. Ker je predstavljene interakcije zelo tezˇko dolocˇiti eksperimentalno, jih tako
lahko popiˇsemo le s postavitvijo nadomestnega fizikalnega in matematicˇnega modela,
ki sta formulirana na osnovi temeljnih matematicˇnih aksiomov, osnovnih zakonov me-
hanike in materialnih lastnosti teles.
Resˇevanja omenjenega problema lahko zacˇnemo na vecˇ podrocˇjih, saj na krtacˇko vpliva
vecˇ kljucˇnih parametrov kot so: vrtljaji rotorja in posledicˇno obodna hitrost drsnega
obrocˇka, gostota elektricˇnega toka v kontaktu med drsnim obrocˇkom in krtacˇko, usmer-
jenost toka in eksperimentalno dolocˇljivi parametri (pritisna sila, koeficient trenja, tem-
peratura, materialne lastnosti. . . ) [1, 2]. Glede na navedeno, bi preucˇevanje vplivov in
boljˇse razumevanje interakcij krtacˇke lahko preucˇevali na podrocˇju tribologije [3] ali
elektrotehnike [4] ali dinamike, a skupno tocˇko lahko najdemo ravno v dinamiki. Zaradi
trkov, nihanj in odskakovanj krtacˇke se namrecˇ spreminjajo kontaktne razmere. Pri od-
skakovanju krtacˇke od drsnega obrocˇka prihaja do prekinitev kontakta, kar privede do
iskrenja med krtacˇko in drsnim obrocˇkom, spremembe koeficienta trenja in posledicˇno
do povecˇanja kontaktne temperature. Tem sledijo sˇe pojavi trkov med nosilcem krtacˇk
in krtacˇko ter lastna nihanja krtacˇke radialno in tangencialno na drsni obrocˇek. Ob
ponavljajocˇem se pojavu iskrenja, povecˇanih elektricˇnih ali mehanskih obremenitvah
pa prihaja do povecˇanja temperature krtacˇke, kar pa vpliva na spremembe materialih
lastnosti krtacˇke in posledicˇno na njen odziv in obrabo.
Tekom dobe trajanja krtacˇke se nam zaradi spremenljivih obratovalnih pogojev in
obrabe (spreminjanje dimenzij krtacˇke) spremenijo kontaktne situacije, kar lahko di-
namicˇne karakteristike proucˇevanega sistema bistveno spremeni. V omenjenem pri-
meru, ko krtacˇka drsi po drsnem obrocˇku, imajo kontaktne situacije bistven vpliv na
obrabo in s tem tudi povratno na oblikovanje kontaktnih razmer. Taksˇen povraten
vpliv lahko vodi v cˇasovno-stabilne kontaktne situacije, ali pa v cˇasovno-nestabilne.
Sˇele v zadnjem desetletju so bile objavljene prve objave, ki povezujejo kontaktne situ-
acije in dinamiko sistema togih teles z obrabo kontaktnih povrsˇin [5].
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Pri analizi dinamskih sistemov togih teles se pojavijo tezˇave zˇe pri obravnavanju siste-
mov z enostavno definiranimi geometrijskimi, kontaktnimi in materialnimi lastnostmi.
Ker pa tudi v najbolj enostavnih dinamskih primerih matematicˇni racˇuni vecˇinoma
niso analiticˇno resˇljivi, se je potrebno posluzˇevati aproksimativnih metod, ki omogocˇajo
vzpostavitev numericˇnih modelov na podlagi fizikalnih. Tako se za resˇevanje dinam-
skih problemov pogosto posluzˇujemo metod koncˇnih elementov. Med novejˇse uvrsˇcˇamo
metodo absolutnih vozliˇscˇnih koordinat - AVK (angl. Absolute Nodal Coordinate For-
mulation - ANCF ) [6,7], ki je bila zasnovana prav za analiziranje dinamskih procesov.
Slednjo lahko uporabimo pri simuliranju tako v eni kot v vecˇ dimenzijah ter z mozˇnostjo
uposˇtevanja pomikov.
Pri analiziranju dinamskih sistemov je znano, da se ob uposˇtevanju pomikov, ali pa ob
prehodih iz ene dimenzije v vecˇ dimenzij, kompleksnost tako fizikalnih kot numericˇnih
modelov povecˇa. Kompleksnost modelov se sˇe povecˇa, cˇe pri popisu uposˇtevamo sˇe
veliko sˇtevilo kontaktnih situacij, kar se odrazˇa na cˇasovno potratnih simulacijah. Ker
pa se v realnosti srecˇujemo s kompleksnimi sistemi, je za kakovostno obravnavo di-
namike sistema togih teles kljucˇnega pomena vkljucˇitev kontaktnih razmer, predvsem
materialnih parametrov, trenja in zracˇnosti, ki lahko znatno vplivajo na dinamski odziv
sistema.
1.2 Pregled stanja
Na podrocˇju dinamike sistemov teles je bilo narejenih zˇe veliko sˇtevilo raziskav. Za
resˇevanje sistemov je tako bilo razvitih kar nekaj metod, med novejˇse pa uvrsˇcˇamo
metodo absolutnih vozliˇscˇnih koordinat – AVK (ang.: absolute nodal coordinate for-
mulation – ANCF) [6–8]. Slednja je bila razvita na osnovi obstojecˇe Newton-Euler-jeve
teorije [8], z namenom avtomaticˇne izdelave enacˇb s pomocˇjo racˇunalnikov [9]. Ome-
njena metoda koncˇnih elementov ne omejuje velikosti zasukov in deformacij koncˇnega
elementa [9]. Z razliko od ostalih metod so pri metodi AVK vozliˇscˇne koordinate
koncˇnih elementov definirane z krajevnimi koordinatami vozliˇscˇ in njihovimi krajevni
gradienti v globalnem (inercijalnem) koordinatnem sistemu. Tako se najvecˇje prednosti
te metode kazˇejo v konstantni masni matriki in nicˇelnemu vektorju centrifugalnih ter
Coriolisovih sil [10]. V okviru metode AVK je bilo uspesˇno razvitih zˇe vecˇ modelov
koncˇnih elementov tako ravninskih [9, 11] kot prostorskih [9], ki so jih v zadnjih petih
letih raziskovali Langerholc s sodelavci [12] ter Tur s sodelavci [13].
Metoda AVK je bila zasnovana za obravnavanje dinamskih procesov in tako tudi
uspesˇno aplicirana na mnoga podrocˇja. Eno izmed teh je tudi podrocˇje jermenskih
gonil, kjer sta Cˇepon in Boltezˇar predstavila dinamsko analizo jermenskega gonila z
vkljucˇenimi kontakti med jermenom in jermenico [14]. Pri tem sta za popis kontaktnih
situacij v normalni in tangencialni smeri uporabila teorijo, ki temelji na komplementar-
nem pristopu in obravnava kontakt kot linearni komplementarni problem (angl. Linear
complementarity problem – LCP) [15–17], medtem ko sta impulzne sile preracˇunala z
uporabo kazenske metode (angl. Penalty method) [18–20]. Cˇepon in sodelavci so nato
v metodo AVK vkljucˇili sˇe dusˇenje z vpeljavo nelinearne dusˇilne matrike [21].
V zacˇetku uporabe linearnega komplementarnega problema so se pojavljale tezˇave s
predolocˇenimi sistemi v primerih, ko je nastopalo trenje. Z nadaljnjim delom razisko-
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valcev je tako sˇel razvoj v dve smeri. Ena skupina raziskovalcev je tezˇavo resˇila tako,
da so integrirali sile v cˇasovnem koraku in tako priˇsli na nivo impulzov in hitrosti.
Ta pristop se imenuje: metoda cˇasovnega koraka (angl. Time-stepping method) [22].
Omenjena metoda je primernejˇsa za resˇevanje problemov kontaktov, kadar nas zanima
splosˇno gibanje vecˇjega sˇtevila teles v kontaktu. Druga skupina, Pfeffer in Glocker, pa
je problem resˇevala na drugacˇen nacˇin, z uporabo alternativne dekompozicije. Slednja
sta trk zapisala s trenjem v obliki LCP [15, 23, 24]. Njuna metoda je v primerjavi s
cˇasovno metodo koraka natancˇnejˇsa a, bolj kompleksna.
Kontakte so prav tako obsezˇno raziskovali Slavicˇ in sodelavci, ki so v [25] predstavili
Pfeffer-Glockerjev postopek modeliranja dinamike togih teles z enostranskimi kontakti
in ga nato priredili za diskretno definirana telesa. Slednjega so nato prikazali na pri-
meru dinamicˇnega modela sˇcˇetke elektromotorja. Postopek predstavljen v [26], ki sta
ga Slavicˇ in Boltezˇar prikazala na modelu igracˇe (leseni detel), je prav tako prirejen
za diskretno definirana telesa in uporablja metodo zaznavanja trkov v dveh korakih,
kar omogocˇa hitro in natancˇno odkrivanje trkov. Nato sta raziskovanje usmerila sˇe na
vpliv hrapavosti povrsˇine in v [27] namenila vecˇjo pozornost pri geometrijskem popisu
hrapave povrsˇine, ter predstavila obrabni model, ki temelji na lokalnih izgubah mehan-
ske energije pod dinamicˇnimi obremenitvami. Prav tako so Slavicˇ in sodelavci v [28]
raziskovali vplive hrapavosti na nihanja drsnika. Ugotovili so, da lahko nakljucˇna
hrapavost povzrocˇi nihanja drsnika pri razlicˇnih frekvencah, kar so potrdila ujema-
nja rezultatov numericˇnih in eksperimentalnih preizkusov. Predstavljene pristope je
nato Slavicˇ vkljucˇil v simulacije modela sˇcˇetke elektromotorja. Slednje je skupaj z
raziskavami trenja grafitne konice v odvisnosti od temperature, elektricˇnega toka in
materialnih lastnosti v povezavi z lokalno kontaktno dinamiko objavil v doktorskem
delu [29].
Poleg Slavicˇa so dinamiko krtacˇk raziskovali tudi Bryant in sodelavci. Bryantova sku-
pina je raziskovala vpliv koeficienta trenja, elektricˇnega toka, hitrosti drsenja [30], ob-
rabe [31], temperature [32,33], a z razliko od ostalih pa tudi vpliv mikro vibracij [34,35].
Ugotovili so namrecˇ, da mikro vibracije amplitude 10 - 100µm v frekvencˇnem podrocˇju
od 10 - 100Hz lahko zmanjˇsajo obrabo 90 g krtacˇke do 50%.
Vpliv na mehansko in elektricˇno obrabo v drsnem kontaktu grafita-bakra so eksperi-
mentalno raziskovali Senouci in sodelavci [36]. Ugotovili so, da na mehansko obrabo,
ki je odvisna od trenja, pritisne sile ter obodne hitrosti vpliva orientiranost grafita
glede na baker in da se z vecˇanjem pritisne sile mehanska obraba povecˇa. Elektricˇna
obraba, ki pa je odvisna od padca napetosti in elektricˇnega toka, pa se zmanjˇsa. Poleg
tega pa so pri elektricˇni obrabi opazili sˇe, da prihaja do manjˇsih razlik med anodno
in katodno krtacˇko. Tudi Argibay in sodelavci so ugotovili, da prihaja med anodno
in katodno krtacˇko do neenakomerne obrabe, poleg tega pa so opazili sˇe razlike med
krtacˇkama tudi pri koeficientu trenja, kontaktni upornosti in temperaturi [37]. Vpliv
temperature na obrabo krtacˇke so raziskovali Hsing-Pang in sodelavci [38], ki so tem-
peraturne sonde vstavili v sredino krtacˇk. Ugotovili so, da se obraba pri temperaturi
med 80 ◦C in 103 ◦C ter pri hitrosti 10m/s znatno zmanjˇsa. S povecˇanjem temperature
se postopno povecˇuje tudi obraba, ki pa se pri temperaturi 149 ◦C in hitrosti 40m/s
povecˇa za nekaj krat.
Vpliv faktorja, sestavljenega iz kontaktnega tlaka in obodne hitrosti na obrabo krtacˇk
so eksperimentalno raziskovali Zhonglinag in sodelavci [39] ter ugotovili, da se obraba
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krtacˇke proporcionalno povecˇuje s faktorjem. Pri faktorju manjˇsem od 0,5MW/m2, so
zasledili prevladovanje mehanske obrabe. Cˇe je faktor vecˇji od 0,5MW/m2, pa zacˇne
prevladovati elektricˇna obraba, ki se povecˇuje eksponentno in zacˇne sˇe strmeje rasti
nad 1,5MW/m2. Razloge za povecˇanje obrabe pa so pripisali predvsem; posˇkodovanju
mazalnega filma, oksidaciji smolnega veziva, slabitvi strukture krtacˇk in visoki tempe-
raturi na povrsˇini krtacˇk. Prav tako so dvakrat vecˇjo obrabo krtacˇk zasledili Hu in
sodelavci [40,41], ko so raziskovali vpliv vlazˇnosti, gostote toka in trdega maziva MoS2
na obrabo.
1.3 Hipoteze dela
Osnovni namen doktorskega dela je postaviti numericˇno okolje, v katerem bo mogocˇe
natancˇno simulirati ravninsko dinamiko sistemov teles z vecˇ socˇasnimi kontakti. Hi-
poteza je, da dinamika teles, v nasˇem primeru obravnavane baker-grafitne krtacˇke,
bistveno vpliva na dobo trajanja izdelka ter na njegovo elektricˇno karakteristiko. Ker
pa je slednje, zaradi kompleksnosti in tezˇke dostopnosti, zelo tezˇko izvesti eksperi-
mentalno je potrebno izdelati numericˇni model, ki bo omogocˇal simuliranje dinamike
togih in prozˇnih teles ter kontaktov z implementacijo ustreznih parametrov za modeli-
ranje realnih situacij, kot so: trenje v kontaktu, obraba, zracˇnost med gibljivimi telesi,
z uposˇtevanjem stanj kontaktnih povrsˇin, zunanjih obremenitev in eksperimentalno
dolocˇenih materialnih lastnosti.
V prvem delu je tako potrebno predstaviti teoreticˇne osnove simuliranja ravninske di-
namike sistema togih in prozˇnih teles v okviru teorije absolutnih vozliˇscˇnih koordinat
ter zaznavanja kontaktov. Vecˇjo pozornost je potrebno posvetiti zveznemu zaznava-
nju kontaktov diskretno definiranih teles. Slednje bi lahko obravnavali z vektorsko
analizo in v vsakem cˇasovnem koraku preracˇunali oddaljenosti tocˇk ter robov teles, a
ker je to racˇunsko potraten proces, je smiselno vpeljati zaznavanje kontaktnih situa-
cij v dveh nivojih, ki bo omogocˇalo relativno hitro a natancˇno zaznavanje kontaktnih
situacij. Dolocˇitev ustreznega trenutka kontakta je pri zaznavanju kontaktov, sˇe to-
liko pomembnejˇsa saj lahko bistveno vpliva na kontaktne sile in posledicˇno na odziv
dinamskega sistema.
Prispevek dela je pricˇakovati na podrocˇju nadgradnje obstojecˇih pristopov simuliranja
ravninske dinamike sistema teles v okviru metode absolutnih vozliˇscˇnih koordinat in
z vecˇ socˇasnimi kontaktnimi situacijami, kjer pa je bistvo nadgradnje pricˇakovati pri
uposˇtevanju cˇasovno spremenljivega kontaktnega razvoja in obrabe.
Zaradi potrebe po dolocˇitvi materialnih lastnosti baker-grafitne krtacˇke za numericˇne
simulacije bo potrebno izvesti in vpeljati vecˇ eksperimentalnih analiz.
Drugi, pomembnejˇsi prispevek dela bo postavitev eksperimentalnega okolja, s katerim
bomo na podlagi nastavljanja kljucˇnih parametrov, kot so: vrtilna hitrost drsnega
obrocˇka, temperatura okolice, pritisna sila, tok in napetost priˇsli do kljucˇnih dejavnikov,
ki vplivajo na pospesˇeno obrabo krtacˇke alternatorja.
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2 Teoreticˇne osnove
Dinamiko sistema sestavljenega iz togih in prozˇnih teles z vecˇ socˇasnimi kontakti lahko
uvrstimo med kompleksnejˇse naloge. V ta namen je to poglavje razdeljeno v vecˇ podpo-
glavji, ker je najprej predstavljena osnovna teorija kinematike, ki je kot temelj za popis
dinamike togih teles (teles, pri katerih je mogocˇe zanemariti deformacijo telesa). Nato
so v tretjem delu predstavljene osnove za popis dinamike prozˇnih teles (teles, katerih
deformacije so vecˇje in vplivajo na gibanje). V cˇetrtem delu pa je predstavljena teorija
zaznavanja kontaktnih tocˇk ter obravnava kontakta med dvema telesoma, ki glede na
ustrezen kontaktni model in model trenja z zveznim pristopom ovrednoti kontaktne
sile.
Podpoglavja 2.1, 2.2 in 2.3 se v vecˇji meri naslanjajo na literaturo A.A. Shabane [6,7,9].
2.1 Kinematika
Kinematika opisuje gibanje telesa glede na okolico na osnovi znanih vrednosti koordi-
nat, ki so dolocˇene kot funkcija cˇasa, pri cˇemer pa kinematika ne uposˇteva zunanjih sil.
Tako je pri kinematicˇni analizi potrebno s sistemom enacˇb resˇiti neznanke polozˇaja,
hitrosti in pospesˇkov.
2.1.1 Vektor pomika
Gibajocˇim togim telesom v ravnini se v kinematiki s cˇasom spreminjajo koordinate
v globalnem koordinatnem sistemu. Za popis gibanja togega telesa v sistemu teles v
ravnini je dolocˇen lokalni koordinatni sistem za vsako telo. Slednji je togo pritrjen
na tocˇko na telesu in ima zato enako gibanje kot togo telo. Na sliki 2.1 je lokalni
koordinatni sistem i-tega togega telesa dolocˇen kot X iY i in globalni koordinatni sistem
kot XY , ki se s cˇasom ne spreminja.
Tocˇka P i je poljubna tocˇka na telesu i in ima koordinate v fiksnem lokalnem koordi-








kjer je uiP krajevni vektor, definiran v lokalnem koordinatnem sistemu, brez uposˇtevanja
kota zasuka telesa. Za popis kinematike sistema togih teles pa potrebujemo koordinate
5
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Slika 2.1: Kinematika togega telesa





i + yiP j
i, (2.2)
pri cˇemer sta ii in ji:
ii = cos θii+ sin θij, (2.3)
ji = − sin θii+ cos θij. (2.4)
Z vpeljavo enacˇb (2.3) in (2.4) v enacˇbo (2.2) pa dobimo koordinate krajevnega vektorja





cos θii+ sin θij
)
+ yiP
(− sin θii+ cos θij) . (2.5)
Enacˇbo (2.5) lahko zapiˇsemo v matricˇni obliki:
uiP =
[
cos θi − sin θi






pri cˇemer lahko povezavo med krajevnim vektorjem v globalnem koordinatnem sis-






kjer je Ai transformacijska matrika in je definirana kot:
Ai =
[
cos θi − sin θi
sin θi cos θi
]
. (2.8)
Koordinate tocˇke P i v globalnem nepomicˇnem koordinatnem sistemu XY tako lahko
zapiˇsemo kot vsoto vektorjev Ri in uiP , kot prikazuje slika 2.1:
riP = R
i + uiP . (2.9)
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V enacˇbo (2.9) vstavimo v enacˇbo (2.7) ter dobimo izraz:
riP = R
i +AiuiP , (2.10)
pri cˇemer je translatorno gibanje togega telesa i definirano z vektorjem Ri, ki opisuje
polozˇaj tezˇiˇscˇa opazovanega telesa glede na globalni koordinatni sistem, medtem ko je







θi, je tako polozˇaj poljubne tocˇke P i definiran z enacˇbo (2.10).
Sistem teles, ki je sestavljen iz nb prostih togih teles, ima 3 × nb neodvisnih generali-
ziranih koordinat n, ki sˇe omogocˇajo gibanje ter enolicˇno dolocˇijo polozˇaje teles in jih
imenujemo tudi prostostne stopnje (angl. degrees of freedom - DOF ). Generalizirane













R1 θ1 R2 θ2 · · · Ri θi · · · Rnb θnb]T , (2.11)






T · · · qiT · · · qnTb
]T
, (2.12)








Drugi korak v kinematicˇni analizi je dolocˇitev hitrosti teles v sistemu. Pri dolocˇitvi
vektorja hitrosti se predpostavi, da je vektor pomikov riP znan iz analize polozˇaja. Ab-
solutna hitrost tocˇke P i na togem telesu, ki se giblje v ravnini, je dolocˇena z odvodom









pri cˇemer pa je v primeru togih teles Aiu˙
i
P = 0 ter transformacijska matrika A
i defi-




kjer je matrika Aiθ parcialni odvod transformacijske matrike A
i po kotu θi:
Aiθ =
[ − sin θi − cos θi
cos θi − sin θi
]
. (2.16)






Enacˇba (2.17) predstavlja vektor absolutne hitrosti tocˇke P na togem telesu i kot




Vektor absolutnega pospesˇka tocˇke P na togem telesu i je dolocˇen z odvodom vektorja













absolutni pospesˇek referencˇne tocˇke. V primeru ravninskega gibanja velja [7]:
A˙
i
θ = −Aiθ˙i. (2.19)
Z vkljucˇitvijo enacˇbe (2.19) v enacˇbo (2.18) dobimo:
r¨iP = R¨




V aplikacijah vecˇji sistemi niso sestavljeni le iz prosto gibajocˇih se teles, zato ko-
ordinate teles niso neodvisne in jih z omejitvenimi enacˇbami definirajo kinematicˇne
povezave. Primeri teh so vrtljive povezave, prizmaticˇne povezave, nepomicˇne pove-
zave. . . Kinematicˇne povezave med togimi telesi tako lahko zapiˇsemo s povezovalnimi
enacˇbami v vektorski obliki kot:
C(q, t) = [C1(q, t) C2(q, t) · · · Cnc(q, t)]T = 0, (2.21)
kjer je t cˇas in nc sˇtevilo vseh kinematicˇnih povezav v sistemu. Jakobijeva matrika za
i-to kinematicˇno povezavo Cqi pa je definirana kot:




Za zagotavljanje povezave med spremenljivkami hitrosti dinamskega sistema je po-
trebno povezovalne enacˇbe (2.21) odvajati po cˇasu, na kar dobimo povezovalne enacˇbe
hitrosti:
Cqq˙+Ct = 0, (2.23)
kjer je Cq Jakobijeva matrika in Ct parcialni odvod vektorja povezovalnih enacˇb po











Enacˇbo (2.23) lahko zapiˇsemo tudi kot:
Cqq˙ = −Ct (2.25)
Prav tako je potrebno za povezovalne enacˇbe na nivoju pospesˇkov, povezovalne enacˇbe
na nivoju hitrosti odvajati po cˇasu:
Cqq¨+ (Cqq˙)qq˙+ 2Cqtq˙+Ctt = 0, (2.26)






pri cˇemer je prvi parcialni odvod enacˇbe (2.21) po cˇasu oznacˇen kotCt in drugi parcialni
odvod po cˇasu pa kot Ctt.
Pri vpeljavi kinematicˇnih povezav v programe za simuliranje gibanja je za vsako ki-
nematicˇno povezavo definirana Jakobijeva matrika enacˇba (2.28), pri cˇemer je njena































· · · ∂Cnc
∂qn
⎤⎥⎥⎥⎦ . (2.28)
V nadaljevanju so predstavljene osnovne kinematicˇne povezave, ki so poenostavljene z
namenom izdelave enostavnega dinamskega modela. Idealne kinematicˇne povezave tako
ne vkljucˇujejo realnih kontaktnih razmer, kot so: zracˇnost, trenje, mazanje, hrapavost
kontaktne povrsˇine. . .
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2.1.4.1 Vrtljiva povezava v ravnini
Vrtljiva povezava v ravnini, kot je predstavljena na sliki 2.2, povezuje telesi i in j med
seboj v skupni tocˇki P . Povezanima telesoma s tem dovoljuje le relativen zasuk med
telesoma okrog skupne tocˇke. Tako ima taksˇna kinematicˇna povezava le eno prostostno
stopnjo.
Slika 2.2: Vrtljiva povezava v ravnini
Oddaljenost lokalnega koordinatnega sistema telesa X iY i od povezovalne tocˇke P de-
finira vektor uiP . Oddaljenost lokalnega koordinatnega sistema telesa X
iY i od global-
nega koordinatnega sistema XY pa vektor Ri. Prav tako je definirano tudi za telo
j.
Povezovalna enacˇba C(q, t) za vrtljivo povezavo je:
C(q, t) = rijP = r
i
P − rjP = 0. (2.29)
V enacˇbo (2.29) vstavimo enacˇbo (2.10), na kar dobimo enacˇbo:
C(q, t) = Ri +AiuiP −Rj −AjujP = 0. (2.30)






















Prizmaticˇna povezava povezuje v tocˇki P i med seboj telesi i in j, kot je prikazano
na sliki 2.3). Prav tako kot vrtljiva povezava ima tudi prizmaticˇna povezava le eno
prostostno stopnjo, le da za razliko od vrtljive omogocˇa relativen pomik med telesoma
v dolocˇeni smeri, pravokotno na vektor hi.
Slika 2.3: Prizmaticˇna povezava






θi − θj − c
]
= 0. (2.32)
V enacˇbi (2.32) je vektor rijP definiran kot:
rijP = R
i +AiuiP −Rj −AjujP , (2.33)




































C11 C12 C13 C14 C15 C16




pri cˇemer pa so elementi matrike Cq (2.35) enaki:
C11 = h
i
x C12 = h
i










P C14 = −hix








Nepomicˇna povezava, prikazana na sliki 2.4, se lahko obravnava kot vrtljivo povezavo
z dodatno povezovalno enacˇbo, ki onemogocˇa relativni zasuk med telesoma.
Slika 2.4: Nepomicˇna povezava







V enacˇbi (2.36) je vektor rijP definiran kot:
rijP = R
i +AiuiP −Rj −AjujP (2.37)






























2.2 Dinamika sistema togih teles
V predhodnem poglavju 2.1 predstavljeni teoriji kinematike, je v primerih kinematicˇne
analize, kjer so znane vse prostostne stopnje sistema, znan polozˇaj vsakega telesa v
vsakem cˇasovnem trenutku prek sistemov enacˇb pomikov v dolocˇenem cˇasovnem tre-
nutku, hitrosti in pospesˇkov, brez potrebe po analizi sil. V primeru, ko pa ena ali vecˇ
prostostnih stopenj ni znanih, pa je potrebno za analizo sistema uporabiti dinamsko
analizo, pri cˇemer je potrebno najprej analizirati sile v sistemu in oblikovati enacˇbe
tako, da je sˇtevilo enacˇb enako sˇtevilu neznank.
Vektor Qd, ki je definiran z drugim odvodom kinematicˇne povezovalne enacˇbe (2.21)
po cˇasu, je enak enacˇbi (2.26). Slednjo lahko poenostavljeno zapiˇsemo kot: Cqq¨ = Qd,
na kar sledi da je Qd enak:
Qd = − (Cqq˙)q˙ − 2Cqtq˙−Ctt. (2.39)
Ker pa vektor definira povezovalna enacˇba C (q,t) (2.21), ga je potrebno dolocˇiti za
vsako kinematicˇno povezavo.
Vrtljiva povezava
Vektor Qd za vrtljivo povezavo je enak:
Qd = − (Cqq˙)q˙ , (2.40)


























































VektorQd pri nepomicˇni povezavi je razsˇirjen vektorQd vrtljive povezave, enacˇba (2.41)








V dinamskem sistemu lahko na posamezno telo deluje zunanja sila, ki jo oznacˇimo s
Qe.
2.2.1.1 Vektor posplosˇenih zunanjih sil
Vektor posplosˇenih zunanjih silQe, ki deluje na posamezno telo, predstavlja posplosˇeno
zunanjo silo, kot primer na sliki 2.5, kjer je v ravnini predstavljeno togo telo i, na
katerega delujeta moment M i in vektor sile Fi.
Slika 2.5: Vektor sile
Koordinate togega telesa so definirane po enacˇbi (2.13), pri cˇemer pa je virtualno delo
momenta M i in sile Fi, ki delujeta na telo i:




kjer je riP polozˇajni vektor tocˇke P
i, definiran po enacˇbi (2.10) in θi zasuk telesa i. S






V enacˇbo (2.45) vstavimo izraz (2.46) in dobimo:


































2.2.1.2 Posplosˇena sila translatornega elementa
Translatorni element, ki je sestavljen iz translatorne vzmeti s togostjo k, dusˇilke s
koeficientom dusˇenja c in aktuatorjem fa ter med seboj povezuje telesi i v tocˇki P
i in
j v tocˇki P j v ravnini, je prikazan na sliki 2.6. Pri cˇemer pa je povezava med tocˇkama
P i in P j glede na lokalni koordinatni sistem telesa i in j definirana kot uiP in u
j
P .
Slika 2.6: Translatorni element.
Sila translatornega elementa je tako enaka:
Fs = k (l − l0) + c l˙ + fa, (2.49)



















rijP je definiran z enacˇbo (2.30) ter enotski vektor v smeri vektorja r
ij
P pa predstavlja Iˆ.
Za izracˇun virtualnega dela translatornega elementa, ki je tako dolocˇeno kot:
δW = −Fsδl, (2.52)




































































kjer pa sta ∂rijP /∂q
i in ∂rijP /∂q












= − [I AjθujP ] . (2.56)
Z vkljucˇitvijo enacˇbe (2.55) v enacˇbo (2.52), dobimo posplosˇene sile, ki so odvisne od

























































2.2.1.3 Posplosˇena sila torzijskega elementa
Torzijski element, ki je sestavljen iz torzijske vzmeti s togostjo k in dusˇilke s koeficien-
tom dusˇenja d ter med seboj povezuje telesi i in j v tocˇki P v ravnini, je prikazan na
sliki 2.7.
Moment torzijskega elementa je tako enak:
Ms = k (θ − θ0) + c θ˙, (2.60)
pri cˇemer je θ0 zacˇeten relativni zasuk med telesoma, θ trenutni relativni zasuk med
telesoma, ki je definiran kot:
θ = θi − θj. (2.61)
Virtualno delo torzijskega elementa je dolocˇeno kot:
δW = −Msδθ, (2.62)
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Slika 2.7: Torzijski element.




k (θ − θ0) + c θ˙
)
(δθi − δθj) = Qiθδθi +Qjθδθj, (2.63)
























k (θ − θ0) + c θ˙
) ]
. (2.65)
2.2.2 Dinamika sistema teles z omejitvami
Na sliki 2.8 je predstavljen dinamski sistem, katerega sestavljajo toga in prozˇna telesa s
kinematicˇnimi povezavami, zunanjimi obremenitvami (silami ter momenti) in kontakti.
Za ustrezen popis dinamskega sistema z omejitvami je tako potrebno definirati gibalne
enacˇbe.
Diferencialna enacˇba gibanja i-tega telesa v sistemu teles je definirana kot:
Miq¨i = Qie +Q
i
c, (2.66)
pri cˇemer lahko za celoten dinamski sistem teles gibalne enacˇbe zapiˇsemo kot:
Mq¨ = Qe +Qc, (2.67)
kjer jeM diagonalna masna matrika, q¨ vektor pospesˇkov, Qe vektor posplosˇenih zuna-
njih sil in Qc vektor posplosˇenih sil kinematicˇnih povezav. Slednjega lahko z metodo
Lagrangevih mnozˇiteljev zapiˇsemo kot:

















Slika 2.8: Primer dinamskega sistema.
S prvim in drugim odvodom enacˇbe (2.21) po cˇasu dobimo:
Cqq˙ = −Ct, (2.69)
Cqq¨ = Qd, (2.70)
kjer oznaka t oznacˇuje parcialni odvod po cˇasu. V enacˇbo (2.67) vstavimo enacˇbo (2.68)













Enacˇba (2.71) tako predstavlja razsˇirjen sistem enacˇb na osnovi razsˇirjene Lagrangeve
metode (angl. Augmented Lagrangian Formulation) z neznankama vektorjev pospesˇkov
q¨ in vektorjev Lagrangevih mnozˇiteljev λ.




































qλ = −M−1CTqHλλ. (2.76)
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Tako sta vektorja q¨ in λ v cˇasu t dolocˇena kot:
q¨ = HqqQe +HqλQd, (2.77)
λ = HλqQe +HλλQd. (2.78)
Za dolocˇitev vektorjev pomika q in hitrosti q˙ v cˇasu t+h, je potrebno v cˇasu t integrirati
vektorja q˙ in q¨. Za potrebe numericˇne integracije v cˇasu t pa je potrebno vpeljati
pomozˇna vektorja yt = [q
T q˙T]T in y˙t = [q˙
T q¨T]T. V naslednjem koraku se nato
izvede numericˇna integracija pomozˇnega vektorja y˙t ter dolocˇitev pomozˇnega vektorja




2.2.2.1 Baumgartejeva stabilizacijska metoda
Baumgartejeva stabilizacijska metoda [42] (BSM) se uporablja v dalj cˇasa trajajocˇih
numericˇnih simulacijah, kjer se lahko tekom numericˇne simulacije zaradi integracije
pojavi odstopanje zacˇetnih omejitvenih enacˇb dolocˇenih s kinematicˇnimi povezavami
C(q,t) (enacˇba (2.21)). Pri resˇevanju enacˇbe (2.71) resˇujemo tudi enacˇbo (2.68) za
katero pa je znano, da vektorja C in C˙ ne konvergirata proti nicˇ, kar vodi v nestabilen
sistem, slika 2.9 [43].
Vhod Izhod
Slika 2.9: Shema nestabilnega sistema.
V taksˇnih primerih se potem uporablja stabilizacijske metode kot je BSM, ki dopusˇcˇa
da vrednosti povezovalnih enacˇb rahlo odstopajo preden se jih popravi. Pri BSM se
tako dusˇenje omejitvenih enacˇb pospesˇkov izvede z omejitvenimi enacˇbami pomikov in
hitrosti ter v ta namen enacˇbo (2.27) nadomesti z:
C¨+ 2αC˙+ β2C = 0, (2.79)
kar vpeljuje povratno zanko in povecˇa stabilnost sistema, kot je prikazano na sliki 2.10.
Vhod Izhod
Slika 2.10: Shema stabilnega sistema.










Qd − 2αC˙− β2C
]
, (2.80)
kjer je C˙ = Cqq˙ + Ct in pri cˇemer je vecˇjo pozornost potrebno posvetiti sˇe ustrezni
izbiri vhodnih parametrov α in β. Za dinamske sisteme, ki vkljucˇujejo toga telesa,
lahko vzamemo, da sta α = β = 5 [43].
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2.3 Dinamika sistema prozˇnih teles
Kompleksnejˇse dinamske sisteme poleg togih teles sestavljajo sˇe prozˇna (deformabilna)
telesa. Deformabilna telesa so izpostavljena deformacijam, ki je potrebno uposˇtevati,
saj lahko bistveno vplivajo na odziv celotnega dinamskega sistema. Taksˇni sistemi tako
postanejo sˇe kompleksnejˇsi, saj je poleg premika telesa potrebno uposˇtevati sˇe premike
posameznih koordinat v vozliˇscˇih za popis deformacije telesa. Za popis prozˇnih teles se
uporablja vecˇ metod [44, 45], med novejˇsimi pa je metoda absolutnih vozliˇscˇnih koor-
dinat (AVK) (angl. Absolute Nodal Coordinate Formulation) [6, 7, 9], katere prednost
je uporaba gradientov namesto kotov zasuka.
2.3.1 Metoda absolutnih vozliˇscˇnih koordinat
Metoda absolutnih vozliˇscˇnih koordinat je metoda koncˇnih elementov, ki je bila v osnovi
razvita za popis vecˇjih pomikov in deformacij teles [46]. Prednost metode AVK je, da
vkljucˇuje vektorje, ki opisujejo naklone (gradientne vektorje), k vektorjem koordinat
vozliˇscˇ koncˇnih elementov in s katerimi omogocˇa popis zahtevnejˇsih oblik z manjˇsim
sˇtevilom koncˇnih elementov. Slednji so definirani v globalnem koordinatnem sistemu.
Primer Euler-Bernoullijevega elementa v ravnini, ki je prikazan na sliki 2.11 v neobre-
menjenem in obremenjenem stanju, ima dve vozliˇscˇi.
Slika 2.11: Krajevni in gradient vektorji posameznega vozliˇscˇa neobremenjenega
(levo) in obremenjenega (desno) elementa.
Vsako vozliˇscˇe k za element j ima sˇtiri koordinate; dva krajevna vektorja rjk in dva

































a0 + a1x+ a2x
2 + a3x
3







kjer je x koordinata v koordinatnem sistemu nosilca in ai ter bi koeficienti kubicˇnega
polinoma, pri cˇemer je i = 0,...,3. Enacˇbo (2.82) tako lahko v krajˇsi obliki zapiˇsemo
tudi kot [9]:
rj = Xa, (2.83)
kjer pa sta X in a:
X =
[
1 x x2 x3 0 0 0 0





a0, a1, a2, a3, b0, b1, b2, b3
]T
. (2.85)
Z uporabo interpolacijskih funkcij pa vozliˇscˇne koordinate j-tega elementa zapiˇsemo
kot:
ej = Xa, (2.86)
kjer je e vektor vozliˇscˇnih koordinat dolocˇen kot:
e =
[
e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8
]T
, (2.87)
matrika X pa kot:
X =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
1 l l2 l3 0 0 0 0
0 0 0 0 1 l l2 l3
0 1 2l2 3l3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 2l2 3l3
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (2.88)









Xej = Sej, (2.90)









ker je I enotska matrika 2× 2 ter S1, S2, S3, S4 oblikovne funkcije zapisane kot:
S1 = 1− 3ξ2 + 2ξ3
S2 = l(ξ − 2ξ2 + ξ3) (2.92)
S3 = 3ξ
2 − 2ξ3
S4 = l(−ξ2 + ξ3)







= Sj(x) ej(t), (2.93)
kjer je vektor absolutnih vozliˇscˇnih koordinat elementa e = e(t), definiran v enacˇbi (2.87)
in S matrika oblikovnih funkcij pa po enacˇbi (2.91).
Slika 2.12: Gibanje nosilcˇnega elementa v ravnini.
Polozˇaj nosilcˇnega elementa ob cˇasu t je dolocˇen kot:
r = r(x) 0 ≤ x ≤ l, (2.94)
kjer je r vektor koordinate poljubne tocˇke na osi nosilca in x je krajevni parameter, ki
predstavlja koordinato tocˇke na nedeformiranem nosilcu (Slika 2.11). Pri obremenje-


















Po Lagrangovem pristopu pa je osna deformacija εl definirana v povezavi s trenutno in















kar je analogno Hookovemu zakonu [47]. V enacˇbi (2.98) E predstavlja modul ela-
sticˇnosti in A presek nosilca.
Ukrivljenost nosilca se lahko vpelje z M = EIκ, kjer je I vztrajnostni moment. S
















2.3.1.1 Osna togostna matrika
Za zapis vektorja posplosˇenih sil Ql, ki so posledica osnih deformacij pa enacˇbo (2.97)










kjer je S,ξ odvod oblikovne funkcije S, enacˇba (2.91), glede na brez dimenzijski para-

























kar je lahko poenostavljeno zapisano tudi kot:
Ql = Kle, (2.106)










Sle dξ = EAlεlSle, (2.108)







(e5 − e1)2 + (e6 − e1)2, (2.109)
pri cˇemer je d razdalja med vozliˇscˇema na elementu. Tako se lahko togostno matriko























































2.3.1.2 Upogibna togostna matrika
Ukrivljenost κ z uporabo enacˇbe (2.99) in enacˇbe (2.90) lahko zapiˇsemo kot [49]:
κ2 = eS′′TS′′e, (2.111)













V primerih, ko sta modul elasticˇnosti E in vztrajnostni moment prereza I konstantna,






12 0 6l 0 −12 0 6l 0
12 0 6l 0 −12 0 6l
4l2 0 −6l 0 2l2 0
4l2 0 −6l 0 2l2






Vektor posplosˇenih elasticˇnih sil je tako definiran kot:
Qt = Kte. (2.115)
2.3.1.3 Krajevni vektor masnega srediˇscˇa






ρ r dV, (2.116)
kjer je m masa in V volumen koncˇnega elementa. V nedeformiranem stanju je vektor







ρ0 r dx, (2.117)























Prav tako kot je za toga telesa je potrebno tudi za prozˇna telesa definirati gibalne
enacˇbe. Za popis gibalnih enacˇb je poleg vektorja zunanjih posplosˇenih sil Qe potrebno
dolocˇiti sˇe vektor posplosˇenih elasticˇnih sil Qk. Slednji je tako dolocˇen z uporabo



















vektor posplosˇenih zunanjih sil Qe, ki vkljucˇuje tudi gravitacijsko silo, pa je prav tako
dolocˇen z uporabo virtualnega dela, le da je ta definiran kot:
∂We = Q
T
e δ e. (2.121)
Z uporabo izrazov kineticˇne energije, deformacijske energije in virtualnega dela, so
dinamicˇne enacˇbe koncˇnega elementa v matricˇni obliki lahko zapisane kot:




Za dolocˇitev gibalnih enacˇb celotnega deformabilnega telesa je potrebno koncˇne ele-
mente, ki tvorijo telo, ustrezno povezati v vozliˇscˇih. Vektor vseh vozliˇscˇnih koordinat






T · · · enTe
]T
, (2.123)
kjer je ej vektor absolutnih vozliˇscˇnih koordinat koncˇnega elementa j in je ne sˇtevilo
vseh koncˇnih elementov. Vektor e pa predstavlja absolutne vozliˇscˇne koordinate pove-
zanih koncˇnih elementov in je tako za j-ti element vektor absolutnih vozliˇscˇnih koor-
dinat zapisan kot:
ej = Bje, (2.124)
kjer je Bj Booleanova matrika j-tega elementa sestavljena iz nicˇel in enic, ki dolocˇa po-
vezovalne pogoje. Velikost Booleanove matrike koncˇnega elementa je odvisna od sˇtevila
koncˇnih elementov ne prozˇnega telesa. Sˇtevilo stolpcev je enako sˇtevilu vozliˇscˇnih koor-
dinat prozˇnega, sˇtevilo vrstic je enako sˇtevilu absolutnih vozliˇscˇnih koordinat koncˇnega
elementa, pri cˇemer za Euler-Bernoullijev koncˇni element velja da je 8.
1 2 3





Slika 2.13: Povezovanje elementov.
Booleanova matrika prozˇnega telesa, sestavljenega iz dveh AVK koncˇnih elementov,
prikazana na sliki 2.13, je velikosti 8× 12 in je za vsak koncˇni element (obkrozˇena na
sliki 2.13) dolocˇena kot:
B1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0







0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0




Za izracˇun vztrajnostne sile koncˇnega elementa je potrebno najprej definirati vektor
pospesˇkov in primeru metode AVK velja [6]:
aj = r¨j = Sj e¨j. (2.127)






δrj dV j, (2.128)
kjer sta ρ gostota in V volumen v zacˇetnem polozˇaju. Pri vpeljavi enacˇbe (2.127) in



























Masna matrika, predstavljena v enacˇbi (2.131), je konstantna tako v dvodimenzional-
nem kot tridimenzionalnih primerih. Z vpeljavo oblikovnih funkcij, enacˇba (2.91) pa























































2.3.1.6 Energija koncˇnega elementa
Pri energijski analizi prozˇnega telesa je potrebno uposˇtevati tri tipe energij: kineticˇno
energijo T j, deformacijsko energijo U j in potencialno energijo V j.







jT r˙ dx, (2.133)
kjer je lj dolzˇina, Aj prerez in ρj0 gostota nosilcˇnega elementa j. Deformacijska energija
j-tega elementa je dolocˇena po enacˇbi (2.119), potencialna energija j-tega nosilcˇnega
elementa, ki je posledica delovanja porazdeljene gravitacijske sile, pa je definirana kot:




jTdx = mjgyjg, (2.134)
kjer je mj masa, g gravitacijska konstanta in yjg polozˇaj tezˇiˇscˇa v smeri delovanja
gravitacijske konstante. V primeru konzervativnega sistema mora biti sesˇtevek vseh
treh energij celotnega sistema konstanten:∑(
T j + U j + V j
)
= konstanta. (2.135)
2.3.1.7 Posplosˇene zunanje sile
Vektor posplosˇenih zunanjih sil Qe, ki deluje na j-ti nosilcˇni koncˇni element, kot je
prikazan na sliki 2.14, je v metodi absolutnih vozliˇscˇnih koordinat dolocˇen s pomocˇjo
virtualnega dela.
Slika 2.14: Zunanje sile na element j.
Na predstavljeni nosilcˇni element delujeta zunanja sila Fj in moment M j v tocˇki P ,
ki je dolocˇena z lokalno koordinato ξ in virtualno delo lahko zapiˇsemo kot:



















































virtualno delo zunanje sile pa je zapisano kot:










Dinamske sisteme poleg togih teles, prozˇnih teles, kinematicˇnih povezav oziroma ome-
jitev sestavljajo tudi interakcije med telesi - kontakti, kot je prikazano na sliki 2.8.
Resˇevanje kontaktov v dinamskih sistemih lahko resˇujemo z dvema pristopa: zveznim
ali nezveznim pristopom. Kljucˇne razlike med omenjenima pristopoma so: koordi-
nata kontaktne tocˇke, relativna globina prediranja ali deformacije kontakta in sile v
kontaktu. Slednje so pri izbranem, zveznem pristopu znane v vsakem cˇasovnem ko-
raku. Pri tem pa je posebno pozornost potrebno posvetiti zaznavanju kontakta, ki je
predstavljen v poglavju 2.4.1, saj bistveno vpliva na odziv dinamskega sistema. Na
dinamiko sistema teles, ki so v kontaktu, vplivajo kontaktna togost K in koeficient
dusˇenja cr, ki pa sta odvisna od materialnih in geometrijskih lastnosti teles ter na-
tancˇneje predstavljena v poglavju 2.4.2. Materialne lastnosti vplivajo tudi na izgubo
energije v kontaktu, zato je kljucˇno ustrezno resˇevanje kontaktnih situacij. Primer
dveh teles z oznacˇeno kontaktno geometrijo, preden sta telesi v kontaktu ter je med
njunima robnima tocˇkama najmanjˇsa oddaljenost oznacˇena z vektorjem d, je prikazana
na sliki 2.15, ter definirana kot:
d = rjP − riP , (2.141)
kjer pa sta riP in r
j
P vektorja, ki dolocˇata oddaljenost potencialne kontaktne tocˇke P i
in P j na telesih i in j.
Slika 2.15: Telesi pred kontaktom.
Ob ustrezni definiranosti telesa, kot bo detajlneje predstavljeno v poglavju 2.4.1, je
normala posameznega telesa usmerjena iz telesa, je v primeru pred kontaktom vektor
d pozitiven, cˇe pa sta dve telesi v kontaktu je vektor d negativen, slika 2.16. Velikost
vektorja d pa popiˇse δ, ki predstavlja globino prediranja teles.












znano tudi, ali se telesi priblizˇujeta in sta v fazi kompresije (pozitivna normalna hitrost)
ali pa sta v fazi restitucije (negativna normalna hitrost).
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Slika 2.16: Telesi v kontaktu.
2.4.1 Zaznavanje kontakta
Osnova zaznavanja kontaktov je primerno definirano ravninsko telo, pri cˇemer pa so
lahko telesa definirana zvezno ali diskretno. Cˇe je telo definirano diskretno, je sesta-
vljeno iz tocˇk, katere pa so med seboj povezane. Povezava med tocˇkami je izvedena v
zaporedju tocˇk, katere morajo biti podane levo-sucˇno, s cˇimer je definirana usmerje-
nost roba telesa, kot je prikazano na sliki 2.17. Z usmerjenostjo roba je tako definirana
oblika telesa, kjer je notranjost telesa vedno na levi strani roba. Rob oziroma tocˇke,
ki definirajo rob, so dolocˇene glede na tezˇiˇscˇe telesa, kjer se nahaja lokalni koordinatni
sistem, katerega oddaljenost od globalnega koordinatnega sistema je oznacˇena z Ri,
Rj, kot je prikazano na sliki 2.15.
Slika 2.17: Usmerjenost roba telesa.
Pri tem je za poljubno tocˇko na robu telesa, kot je prikazano na sliki 2.15, z robom
definirana tangenta in normala telesa. Glede na to, da je oblika telesa definirana
diskretno, lahko v vsakem cˇasovnem trenutku analiticˇno z vektorsko analizo dolocˇimo
velikost vektorja d za vsako tocˇko na telesu i glede na robove na telesu j in obratno.
Ker pa je to zelo racˇunsko potraten proces, bomo zaznavanje kontaktnih tocˇk razdelili
v dva dela in jih predstavili v poglavjih 2.4.1.1 in 2.4.1.2.
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2.4.1.1 Grobo zaznavanje kontakta
Prvi del zaznavanja kontakta je grobo zaznavanje kontaktnih tocˇk, ki temelji na ideji
uporabe preprostih geometrijskih likov, katere definirajo tocˇke teles in preverjanju pre-
krivanja slednjih med telesi i in j [50, 51].
Telesa vcˇrtamo v preproste like in tako preverjamo, cˇe se ti liki prekrivajo. Za taksˇno
preverjanje prekrivanja dveh teles se najpogosteje uporabljajo naslednje metode [51]:
krog, osno orientiran mejni kvadrat (angl.:Axis-Aligned Bounding Box - AABB), objek-
tno orientiran mejni kvadrat (angl.:Object Oriented Bounding Box - OBB), diskretno
orientiran mejni mnogokotnik (angl.:Discrete Oriented Polygon - k–DOP), cilindre in
sˇe druge oblike. Najpogosteje uporabljene metode pa so prikazane na slikah 2.18 in
2.19.
a) b)
Slika 2.18: a) krog, b) osno orientiran mejni kvadrat (AABB).
a) b)
Slika 2.19: a) objektno orientiran mejni kvadrat (OBB), b) diskretno orientiran mejni
mnogokotnik (k-DOP).
Glede na velik izbor metod se pojavlja vprasˇanje, katero metodo izbrati. Slednje je
odvisno od potreb po hitrosti in natancˇnosti preizkusa prekrivanja likov, kot prikazuje
slika 2.20.
Najenostavnejˇsi metodi za preverjanje prekrivanja teles sta krog in AABB, ki sta tudi
najhitrejˇsi, a zaradi geometrije mejnega roba ter oblike telesa obstaja vecˇja mozˇnost
manjˇsega delezˇa zapolnitve mejnega obmocˇja. Vecˇji delezˇ zapolnitve mejnega obmocˇja






Slika 2.20: Izbira metode za grobo zaznavanje kontakta.
je metoda k-DOP, a bistveno natancˇnejˇsa. Boljˇso natancˇnost lahko dosezˇemo tudi z
manj natancˇnimi metodami, pri cˇemer pa je slednje potrebno nadgraditi v hierarhicˇne
strukture [51], slika 2.21.
Osnovni AABB, ki zajema vse tocˇke telesa, ima dva AABB potomca. Vsak potomec
AABB zajema podobmocˇje, v katerem se nahaja polovica tocˇk osnovnega obmocˇja.
Vsak potomec nato svoje podobmocˇje ponovno razdeli na dva potomca pri cˇemer
vsak potomec zajema ponovno le polovico tocˇk. S taksˇno delitvijo na podobmocˇja
AABB-jev izvajamo tako dolgo, dokler ne dosezˇemo nekega minimalnega sˇtevila tocˇk
v podobmocˇju AABB, ki pa mora biti vecˇje od 2. Pri taksˇni delitvi tako definiranih
podobmocˇji se lahko zgodi, da je rob vzporeden z osjo, kar pomeni, da je viˇsina ali
sˇirina podobmocˇja lahko enaka nicˇ. V ta namen se definira minimalno sˇirino oziroma
viˇsino AABB-ja.
Ker je potrebno za vsako telo izdelati svoj AABB, lahko AABB drevo definiramo na
lokalnem koordinatnem sistemu telesa. Glede na to, da se sˇtevilo tocˇk, ki definirajo telo
med simulacijo ne spreminja lahko AABB drevo izvedemo le na zacˇetku simulacije ter
ga nato med izvajanjem simulacij le osvezˇujemo. Tako moramo v primeru togih teles
v vsakem cˇasovnem koraku uposˇtevati krajevni vektor Ri in zasuk telesa θi, slika 2.1.
Glede na to se nam iz zacˇetnega AABB mejnega kvadrata, slednji preoblikuje v OBB
mejni kvadrat, slika 2.22.
V primeru prozˇnih teles, ko se tocˇke telesa med simulacijo glede na lokalni koordina-
tni sistem spreminjamo, pa je potrebno mejni kvadrat v vsakem cˇasovnem trenutku
ovrednotiti, kot prikazuje slika 2.23.
S preizkusom prekrivanja osnovnih mejnih kvadratov dveh teles se zacˇne grobo za-
znavanje kontakta. V primeru prekrivanja osnovnih mejnih kvadratov se nato preveri
prekrivanje mejnih kvadratov potomcev do zadnjega nivoja, ko mejna kvadrata, ki
se prekrivata, nimata vecˇ potomcev in ju definirajo le tocˇke in robovi telesa, lahko








Slika 2.21: Slikovni prikaz hierarhije AABB drevesa.
a) b)
Slika 2.22: Prikaz prehoda iz zadnjega nivoja AABB podobmocˇji pred zacˇetkom
simulacije (a)) v zadnji nivo OBB podobmocˇji med simulacijo (b)) za toga telesa.
2.4.1.2 Eksaktno zaznavanje kontakta
Ob prekrivanju dveh obmocˇij mejnih kvadratov brez potomcev, kot je prikazano na
sliki 2.24, se izvede eksaktno zaznavanje kontaktnih tocˇk.
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Slika 2.23: Prikaz a) zacˇetnega AABB-ja pred zacˇetkom simulacije in b) AABB med
simulacijo za prozˇno telo.
Slika 2.24: Prekrivanje mejnih kvadratov brez potomcev.
Pri tem se z vektorsko analizo znotraj mejnih kvadratov, ki se prekrivata, preveri za
vsako tocˇko telesa i, cˇe predira telo j in obratno, cˇe katera tocˇka telesa j predira telo
i.
Na sliki 2.25 je tako prikazan natancˇnejˇsi primer eksaktnega zaznavanja kontaktnih
tocˇk iz slike 2.24, ker je tocˇka ai2 enaka P
i in tocˇki bj2 ter b
j
3 sta enaki R
j in Qj, v
naslednjem cˇasovnem koraku, ko tocˇka P i zˇe predira telo j.
Da je pogoj prediranja telesa j s tocˇko P i izpolnjen, pa morajo biti izpolnjeni naslednji
sˇtirje pogoji:
1. Tocˇka P i je na notranji strani premice, ki gre skozi tocˇki Rj in Qj:
rRjQj × rRjP i ≥ 0, (2.143)
kjer je:
rRjQj = rQj − rRj in rRjP i = rP i − rRj . (2.144)
2. Kot med tocˇkami ∠QjRjP i mora biti manjˇsi kot ΘQj/2:





Slika 2.25: Kontaktna geometrije teles, tocˇka na telesu i in rob na telesu j.
3. Kot med tocˇkami ∠RjQjP i mora biti manjˇsi kot ΘRj/2:
∠RjQjP i ≤ ΘRj
2
. (2.146)
4. Najvecˇja globina zaznavanja kontakta δmax:
| δ |≤ δmax. (2.147)
Cˇe pa kateri od pogojev ni izpolnjen, a se obmocˇji dveh mejnih kvadratov brez potom-
cev prekrivata, se zmanjˇsa cˇasovni korak in ponovno izvede zaznavanje kontakta, kot
prikazuje slika 2.26.
Ko telesa niso v kontaktu, je cˇasovni korak h enak osnovnemu cˇasovnemu koraku
oziroma maksimalnemu cˇasovnemu koraku, ki je dolocˇen na podlagi najviˇsje lastne
frekvence teles v sistemu. Ob prekrivanju mejnih kvadratov ter zaznavanje kontaktov
se osnovni cˇasovni korak zmanjˇsuje s h/2n, kjer pa je n enak nivoju delitve cˇasovnega
koraka (h0, h1, h2,. . . , hn). Pri tem lahko v vsakem cˇasovnem trenutku zmanjˇsamo
cˇasovni korak h (kot prikazujejo vertikalne povezovalne cˇrte na sliki 2.26), ne moremo pa
ga vsak korak povecˇati. Povecˇanje cˇasovnega koraka lahko izvedemo le ob usklajenosti
cˇasovnih osi (vertikalne povezovalne cˇrte na sliki 2.26) in ob izpolnjevanju kontaktnih
pogojev (kontakt, brez kontakta).
Pri tem moramo vecˇjo pozornost posvetiti tudi natancˇni dolocˇitvi trenutka zacˇetka kon-
takta. Slednje je pri zveznem pristopu sˇe toliko pomembnejˇse, saj cˇe trenutek kontakta
ni ustrezno zaznan, so lahko prevelike zacˇetne kontaktne sile, kot posledica prevelike
zacˇetne globine prediranja δ0 med telesoma, kar lahko povzrocˇi umetno povecˇevanje
energije sistema [52]. V ta namen je potrebno sprotno spremljanje numericˇne napake
med integracijo. Za resˇevanje sistemov diferencialnih enacˇb prvega reda se pri analizi
dinamike sistemov teles, najpogosteje uporabljajo integracijske metode, ki omogocˇajo
prilagajanje velikosti integracijskega koraka in omogocˇajo shranjevanje ali zavracˇanje





Slika 2.26: Dolocˇitev kontakta.
Na sliki 2.26 je shematicˇno predstavljen postopek za natancˇno dolocˇitev trenutka
zacˇetka kontakta, ki je oznacˇen s tc. Ostali cˇasi t1, t2, t3 in t4 pa predstavljajo razlicˇne
cˇase simulacije, pri cˇemer pa se na primer pri cˇasu t2 rezultat zavrzˇe in zmanjˇsa cˇasovni
korak saj je globina prediranja δ2 > δtol.
Zacˇetek kontakta je tako poleg zgoraj navedenih sˇtirih pogojev dolocˇen sˇe ob izpolnje-
vanju naslednjega pogoja:
δ0 (q,t) · δ0 (q,t+ h) ≤ 0. (2.148)
Ko je pogoj, ki je prikazan v enacˇbi (2.148) izpolnjen, je zacˇetek kontakta zaznan v
cˇasu t+ h. Pred sprejetjem in potrditvijo resˇitve v cˇasu t+ h pa je potrebno preveriti
sˇe pogoj:
δtol ≤ δ0(q, t+ h) ≤ 0, (2.149)
da je izpolnjen pri vseh zaznanih kontaktih v sistemu, pri cˇemer je δtol majhna nega-
tivna vrednost (od 10 do 100 krat manjˇsa od δmax) in δ0 zacˇetna globina prediranja
telesa (v predstavljenem primeru δ3). Maksimalna globina prediranja δmax je dolocˇena
na podlagi maksimalnega cˇasovnega koraka h in hitrosti telesa v. Slednje omogocˇa,
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da se lahko v situacijah, ko telesa niso v kontaktu, uporablja vecˇji cˇasovni korak. Ko
pa je δ negativna in manjˇsa od δmax, pa se zaradi potrebe po dolocˇitvi ustreznega
trenutna kontakta in zacˇetne globine prediranja uporabi δtol. Cˇe je potem izpolnjen
sˇe pogoj (2.149), je trenutni cˇas t + h privzet kot trenutek zacˇetka kontakta, v dru-
gem primeru se ponovno izvede zmanjˇsevanje cˇasovnega koraka in ponovno zaznavanje
kontakta.
2.4.2 Kontaktna sila
Hertz, kot pionir na podrocˇju kontaktnih napetosti med dvema telesoma, je ugotovil,
da je kontaktna povrsˇina v splosˇnem elipticˇna [53, 54]. Tako je definiral kontaktni
(Hertz-ov) zakon z nelinearno funkcijo globine deformacije δ, pri katerem je kontaktna
sila Fn definirana kot:
Fn = Kδ
n, (2.150)
kjer pa sta K in n parameter togosti kontakta ter nelinearni eksponent, ki je dolocˇen
iz materialnih in geometrijskih lastnosti kontaktnih teles. Ena izmed prednosti Hertz-
ovega zakona je, da uposˇteva geometrijske in materialne lastnosti kontaktnih povrsˇin,
ki pa so v dinamicˇnih odzivih izrednega pomena. Na primeru kontakta dveh krogel iz
izotropnih materialov je parameter togosti dolocˇen kot funkcija polmerov krogle Ri in












, (l = i,j) (2.152)
in El modul elasticˇnosti ter νl Poisson-ov koeficient, ki sta odvisna od materialnih
lastnosti teles.
Slika 2.27: Kontakt med dvema kroglama.








kjer pa so parametri σi in σj definirani po enacˇbi (2.152) ter El modul elasticˇnosti in
νl Poisson-ov koeficient. Pri tem je potrebno sˇe poudariti, da je polmer ukrivljenosti
pozitiven za konveksne in negativen za konkavne kontaktne povrsˇine. Poleg tega pa
je glede na Hertz-ov kontaktni zakon v primeru parabolicˇne porazdelitve kontaktnih
napetosti, eksponent n enak 3/2 [53].
V inzˇenirskih primerih pa imamo poleg kontaktov med kroglami in plosˇcˇami tudi kon-
taktne situacije, ko sta v kontaktu dva valja [56]. Z uporabo Hertz-ovega kontaktnega
modela za dve cilindricˇni telesi, katerih osi sta si vzporedni v trenutku kontakta, ko
je obremenitev sˇe enaka nicˇ, se dotikata zgolj v liniji. Pri obremenitvi pa se povrsˇini
deformirata in nalegata na ozkem pasu dolzˇine L in sˇirine 2b, slika 2.28.
Slika 2.28: Kontakt med dvema cilindricˇnima telesoma.
Porazdelitev tlaka na kontaktni povrsˇini, katera je pravokotna na smer kontakta, je v







Kontaktni tlak tako narasˇcˇa od p(x = 0) = 0, ki je na robu kontakta, pa do najvecˇje





pri cˇemer pa lahko sˇirino kontakta b, ki pa je odvisna od velikosti sile Fn pri izbranem

























pri cˇemer pa moramo uposˇtevati sˇe deformacijo teles i in j. Pri obremenitvi se kon-
taktni povrsˇini obeh cilindricˇnih teles deformirata, pri cˇemer je globina deformacije δ
v odvisnosti od normalne obremenitve Fn definirana kot:
δ = δi + δj =
2Fn
πL














Ker predstavljeni idealno elasticˇni, Hertz-ov kontaktni model ne vkljucˇuje disipacije
energije, slika 2.29, ki je prisotna v mehanskih sistemih, smo v delu uporabili Lankarani-
Nikravesh-ov model, ki spada med pogosteje uporabljene modele kontaktne sile [18].
Kompresija
Restitucija
Slika 2.29: Nelinearni kontaktni model brez disipacije energije.
Lankarani-Nikravesh-ov model kontaktne sile, ki v osnovi sloni na Hertz-ovem kontak-
tnem modelu, vkljucˇuje sˇe faktor histereznega dusˇenja, ki je dolocˇen glede na izgubo
kineticˇne energije kot posledica notranjega dusˇenja [18,57,58], slika 2.30.
V tem modelu je kontaktna sila Fn sestavljena iz Hertz-ovega zakona, enacˇba (2.150)
ter iz nelinearnega viskoelasticˇnega elementa D:
Fn = Kδ
n +Dδ˙, (2.160)
kjer je D koeficient histereznega dusˇenja definiran kot:









Slika 2.30: Nelinearni kontaktni model z disipacijo energije.
kjer je δ˙0 relativna kontaktna hitrost na zacˇetku kontakta in cr koeficient restitucije.
Glede na koeficient restitucije cr in zacˇetno kontaktno hitrost δ˙0 lahko zapiˇsemo izgubo












Izgubo kineticˇne energije tako lahko dolocˇimo tudi z integriranjem kontaktne sile po


















Predstavljeni model kontaktne sile je tako primeren za uporabo pri splosˇnih mehanskih
kontaktih, saj vkljucˇuje tudi izgubo energije. Najprimernejˇsi pa je za primere, ko
prevladujejo bolj elasticˇni kontakti (cr = 1 - popolnoma elasticˇni kontakt) in je delezˇ
izgubljene energije manjˇsi oziroma za kontakte, pri katerih je koeficient restitucije v
obmocˇju 0,75 < cr < 1,0 [57].
2.4.3 Sila trenja
V mehanskih sistemih, kjer se telesa gibljejo ter ko med njimi prihaja do interakcij, je
znano, da se pojavi sila trenja kot posledica relativnega gibanja med dvema telesoma
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v kontaktu [59]. Tako lahko trenje najdemo v: lezˇajih, cilindrih, zglobih, zavorah,
drsnih kontaktnih. . . pri cˇemer pa je trenje zelo pomembno, saj vpliva tako na odziv
sistema, kot tudi na obrabo delov. Sila trenja deluje tangentno glede na geometrijo
kontakta in v nasprotni smeri od relativnega gibanja posameznega telesa v kontaktu.
Ob znani normalni kontaktni sili lahko z uporabo ustreznega kontaktnega modela,
dolocˇimo tangentno silo trenja z ustreznim modelom trenja [60–62]. Slednjih je vecˇ
vrst, ki se delijo tako na staticˇne kot dinamicˇne [60,61]. V nadaljevanju je predstavljen
enostavnejˇsi, staticˇni model trenja, kateri pa je osnova preostalim novejˇsim modelom
trenja [61].
Coulombov model, ki je osnova oziroma temelj za dolocˇitev sile trenja med dvema
povrsˇinama v kontaktu je zˇe v osemnajstem stoletju predstavi Coulomb [59]. Coulom-
bova sila trenja Fc je definirana kot:
Fc = µFn, (2.166)
ki je dolocˇena z normalno silo v kontaktu Fn in s koeficientom trenja µ. Coulombov
model trenja pa je zapisan kot:
Ft = Fcsgn(vt) = µFnsgn(vt), (2.167)
kjer pa je tangentna sila Ft odvisna od relativne tangentne hitrosti v kontaktu vt, katere
usmerjenost je definirana s sgn. Relativna tangentna hitrost je dolocˇena kot projekcija







Coulombov model trenja je shematicˇno prikazan na sliki 2.31.
Slika 2.31: Sila trenja v odvisnosti od relativne kontaktne hitrosti za Coulombov
model trenja.
Iz enacˇbe (2.167) in slike 2.31 je razvidno, da Coulombov model trenja ni odvisen od
velikosti relativne hitrosti ter da v primerih, ko je relativna tangentna hitrost v obmocˇju
okoli nicˇ, lahko sila trenja v tem obmocˇju vzame pozitivno ali negativno vrednost. V
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izogib slednji je vpeljan dodaten pogoj, da v primeru, ko je relativna tangentna hitrost
vt = 0, je prav tako tangentna sila Ft = 0. Prednost Coulombovega modela pa je
v njegovi enostavnosti in zanesljivosti [63, 64]. Omenjeni model je uporabljen tudi v
numericˇnih simulacijah, prikazanih v poglavjih v nadaljevanju.
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3 Arhitektura numericˇne implemen-
tacije
Simulacijska orodja se redno uporablja za analizo dinamike sistemov teles tako v ra-
zvojnih fazah kot pomocˇ za hitrejˇse in natancˇnejˇse nacˇrtovanje izdelkov v avtomobilski
industriji, robotiki, medicini,. . . kot tudi pri vrednotenju delovanja in optimizaciji ce-
lotnih sistemov [7]. Pri tem se v vecˇini primerov v industriji uporabljajo komercialni
programski paketi, ki le v manjˇsi oziroma precej omejeni meri omogocˇajo spremembe
programske kode po zˇelji uporabnika, saj je le ta zaprta. Vkljucˇevanje oziroma na-
menski razvoj komercialnih programskih paketov po zˇelji narocˇnikov pa je precej drag.
V ta namen se uporabniki (podjetja, insˇtituti,. . . ) z zˇeljo po implementaciji novih
metod, postopkov ali dopolnitev odlocˇajo za izgradnjo lastnih programskih paketov
na odprto kodni osnovi, ki nudijo dostop do izvirne kode programa in tudi omogocˇajo
enostavnejˇse spremembe ter implementacije dodatkov.
Za potrebe numericˇne implementacije za simuliranje dinamike togih in prozˇnih teles
poljubnih oblik ter z vecˇ socˇasnimi kontaktnimi situacijami je bila namensko razvita
programska koda za numericˇno simuliranje DyS [65], slika 3.1. Izdelana je v pro-
gramskem paketu Python 2.7 [66, 67]. Numericˇni del programske kode je zasnovan
na knjizˇnici NumPy in SciPy [68], medtem ko graficˇni vmesnik omogocˇa uporab-
niku izdelavo dinamskega modela ter vnos parametrov za simulacijo in je izdelan s
knjizˇnico PyQt [69]. Vizualizacija celotnega dinamskega sistema je izvedena s knjizˇnico
VTK [70], ki omogocˇa socˇasno spremljanje poteka simulacije in je splosˇno uporabljeno
orodje v razlicˇnih odprto kodnih programskih paketih [71,72].
Programska koda za numericˇno simuliranje (DyS ) [65], je bila razvita v soavtorstvu,
pri cˇemer moj prispevek v kodi temelji na postavitvi osnovne strukture kode in na
izgradnji graficˇnega vmesnika ter na postavitvi gradnikov, diskretno definiranih togih
teles, vecˇstopenjskem zaznavanju kontaktov z vecˇ socˇasnimi splosˇnimi kontaktnimi si-
tuacijami tako med togimi kot prozˇnimi telesi, obravnavi ter modeliranju kontaktov
med togim telesom in prozˇnim telesom definiranim z Euler-Bernoulijevim elementom
ter v implementaciji kinematicˇnih povezav in numericˇne integracije. DyS omogocˇa ki-
nematicˇne in dinamske analize sistemov teles (togih ter prozˇnih) v ravnini z vkljucˇitvijo
kinematicˇnih povezav, sil in kontaktov, obsega vecˇ kot 30000 vrstic brez komentarjev.
Pri tem so toga telesa definirana diskretno na podlagi vhodnih tekstovnih datotek, v
katerih so definirane robne tocˇke teles. Za slednje se lahko uporabi tudi rezultate meri-
tev geometrije iz 3D merilnikov. Prozˇna telesa so prav tako definirana s tocˇkami, le da
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Slika 3.1: Graficˇni vmesnik v okviru tega dela razvitega programa za numericˇno
simuliranje DyS.
slednje definirajo mrezˇo Euler-Bernulijevega nosilcˇnega elementa po metodi AVK. Na
oba tipa teles je mogocˇe aplicirati kinematicˇne povezave npr.: vrtljivo, prizmaticˇno in
nepomicˇno. Poleg tega vsa telesa v sistemu z ustrezno definirano geometrijo omogocˇajo
simuliranje splosˇnih kontaktnih situacij. Za ustrezno izvedbo dinamskih analiz je prav
tako mogocˇe vkljucˇiti tudi zunanje sile ter vzmeti tako translatorne kot torzijske.
3.1 Shema numericˇnega algoritma
Na sliki 3.2 je prikazana shema numericˇnega algoritma.
Najenostavnejˇse in najhitrejˇse resˇevanje sistema enacˇb je v primerih, ko je sistem sesta-
vljen le iz togih teles in ni prekrivanj mejnih kvadratov. V taksˇnih primerih se izvaja
le numericˇna integracija po metodi Runge-Kutta Fehlberg (RKF), ki je predstavljena
v prilogi A.3.. RKF omogocˇa prilagajanje velikosti koraka integracije ter sprejemanje
oziroma zavracˇanje rezultatov, cˇe slednji niso ustrezni.
Veliko zahtevnejˇse ter racˇunsko zelo potratno in dolgotrajno je resˇevaje primerov s
kontaktnimi situacijami. Pri tem je poleg osnovnega resˇevanje sistema enacˇb (2.71)
potrebno resˇiti sˇe kontaktne pogoje, predstavljene v poglavju 2.4.1.2. Zaradi velikih
togosti morajo biti cˇasovni koraki majhni in so posledicˇno simulacije dolgotrajne. Sˇe



























Slika 3.2: Shema numericˇnega algoritma.
47
Arhitektura numericˇne implementacije
3.2 Uporaba predstavljenih postopkov na numericˇnih
primerih
V tem poglavju bodo na enostavnih numericˇnih primerih prikazane in uporabljene ideje
s teorijo, predstavljeno v poglavju 2.
3.2.1 Kinematicˇna analiza rocˇicˇnega mehanizma z drsnikom
Rocˇicˇni mehanizem z drsnikom, kot je prikazan na sliki 3.3, je povzet po literaturi A.
A. Shabane [7] in ga lahko najdemo v vecˇ industrijskih aplikacijah kot npr.: cilindri,
kompresorji, podajalniki na avtomatskih linijah,. . . Slednji je sestavljen iz togih teles,
ki so med seboj povezana s kinematicˇnimi povezavami. Rocˇicˇna gred, kot osnovni
gradnik rocˇicˇnega mehanizma, je z vrtljivo povezavo povezana na podlago (tla) in
gnana s konstantno vrtilno hitrostjo θ˙. Pri cˇemer pa je drugi konec rocˇicˇne gredi z
vrtljivo povezavo pritrjen na povezovalno palico, ki je prav tako z vrtljivo povezavo











Slika 3.3: Rocˇicˇni mehanizem z drsnikom.
Kinematicˇna analiza rocˇicˇnega mehanizma z drsnikom je izvedena s podatki, prikaza-
nimi v preglednici 3.1, kjer pa je zacˇetni polozˇaj rocˇicˇne gredi dolocˇen s kotom zasuka
θ0 = 45
◦ in kotna hitrost θ˙0 = 37.5 rad/s. Pri analizi so tako uposˇtevane le kinematicˇne
povezave in lastnosti teles. Rezultati gibanja teles so prikazani na slikah 3.4, 3.5 in 3.6.
Preglednica 3.1: Parametri kinematicˇne analize rocˇicˇnega mehanizma z drsnikom.
Parameter l (m) R0 (m)
Rocˇicˇna gred 0,2 [0,0691 , 0,0723]T
Povezovalna palica 0,4 [0,3247 , 0,0723]T
Drsnik 0,05 [0,5112 , 0,0]T
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Telo 1 - x
Telo 1 - y
Telo 2 - x
Telo 2 - y
Telo 3 - x
Telo 3 - y
Slika 3.4: Polozˇaj teles rocˇicˇnega mehanizma v smeri x in y v odvisnosti od cˇasa.



















Slika 3.5: Kot θ teles rocˇicˇnega mehanizma v odvisnosti od cˇasa.
Z rezultati kinematicˇne analize rocˇicˇnega mehanizma v odvisnosti od koordinate x, y
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Slika 3.6: Gibanje teles rocˇicˇnega mehanizma v smeri y v odvisnosti od smeri x.
in kota zasuka θ so prikazane lege tezˇiˇscˇa posameznega telesa v odvisnosti od cˇasa.
Ob povezavi koordinate y v odvisnosti koordinate x dobimo diagram, kot je prikazan
na sliki 3.6, ki prikazuje trajektorije gibanja tezˇiˇscˇ. Ker pa na rocˇicˇne mehanizme v




3.2.2 Dinamska analiza rocˇicˇnega mehanizma z drsnikom
Na sliki 3.7 je prikazan rocˇicˇni mehanizem z drsnikom, katerega geometrija je enaka,
kot je bila zˇe uporabljena pri kinematicˇni analizi v poglavju 3.2.1 in v preglednici 3.1.
Z razliko od kinematicˇne je pri dinamicˇni analizi mehanizem gnan z momentom M =
10Nm, ki deluje na rocˇicˇno gred. Na drsnik pa deluje zunanja sila F = [Fx, Fy]
T, kjer









Telo 2 - togo telo
Telo 3
Slika 3.7: Rocˇicˇni mehanizem z drsnikom sestavljen iz togih teles in zunanjimi
obremenitvami.
Gibanje togih teles rocˇicˇnega mehanizma v odvisnosti od cˇasa je prikazano na slikah 3.8
in 3.9, kjer pa je prikazan zgolj en cikel (en vrtljaj rocˇicˇne gredi okrog koordinatnega
sistema). Iz kota zasuka teles, kot je prikazan na sliki 3.9, je pri telesu 1 opaziti, da
sprememba kota v odvisnosti od cˇasa ni linearna. Iz slednjega je prikazano pospesˇevanje
vrtenja rocˇicˇnega mehanizma, na kar pa vpliva delovanja konstantnega momenta na
rocˇicˇno gred in zunanja sila na drsnik.
Z zˇeljo skrajˇsanja cˇasa potrebnega za en vrtljaj rocˇicˇne gredi ob ohranitvi zunanjih
obremenitev (momenta, M = 10Nm in zunanje sile, Fx = 10N, Fy = 0N), geometrije
rocˇicˇnega mehanizma in parametrov simulacije, slednje lahko izvedemo s spremembo
materiala povezovalne palice. V ta namen se lahko material telesa 2 zamenja npr.: s po-
lietilenom (PE), pri cˇemer se lastnosti povezovalne palice spremenijo, kot so prikazane
v preglednici 3.2.
Preglednica 3.2: Podatki povezovalne palice rocˇicˇnega mehanizma z drsnikom.
Parameter ρ (kg/m3) E (GPa) ν ( ) m (kg) J (kg m2)
Rocˇicˇna gred 7830 209 0,3 0,5 1,68 · 10−3
Povezovalna palica (jeklo) 7830 209 0,3 1,0 1,34 · 10−2
Povezovalna palica (PE) 1200 2 0,37 0,15 2,05 · 10−3
Drsnik 7830 209 0,3 0,2 4,09 · 10−5
Na sliki 3.11, je prikazan polozˇaj tezˇiˇscˇa togih teles rocˇicˇnega mehanizma v odvisnosti
od cˇasa. Ker pa se je pri dinamski analizi vpeljalo bolj elasticˇen material povezovalne
palice (PE), slednje ne moremo obravnavati kot togo telo, saj se lahko pojavijo de-
formacije v palici zaradi manjˇsega modula elasticˇnosti in ohranjanja enakih zunanjih
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Telo 1 - x
Telo 1 - y
Telo 2 - x
Telo 2 - y
Telo 3 - x
Telo 3 - y
Slika 3.8: Polozˇaj togih teles rocˇicˇnega mehanizma v smeri x in y v odvisnosti od cˇasa.



















Slika 3.9: Kot θ togih teles rocˇicˇnega mehanizma v odvisnosti od cˇasa.
obremenitev, katere lahko vplivajo na dinamski odziv sistema. V ta namen se je pri
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dinamski analizi gibanja rocˇicˇnega mehanizma, povezovalno palico obravnavalo tudi
kot prozˇno telo z porabo metode AVK (slika 3.10). Pri tem je bila povezovalna palica
simulirana z Euler-Bernoullijevima koncˇnima elementoma in z materialnimi lastnostmi,









Telo 2 - prožno telo
Telo 3
Slika 3.10: Rocˇicˇni mehanizem z drsnikom in zunanjimi obremenitvami ter s
povezovalno palico simulirano kot prozˇno telo.














Telo 1 - x
Telo 1 - y
Telo 2 - x
Telo 2 - y
Telo 3 - x
Telo 3 - y
Slika 3.11: Polozˇaj togih teles rocˇicˇnega mehanizma s telesom 2 iz PE v smeri x in y
v odvisnosti od cˇasa.
Za primerjavo rezultatov po metodi togih (slika 3.7) in prozˇnih (slika 3.10) teles sta
bili obravnavani dve spremenljivki: polozˇaj srediˇscˇa drsnika in polozˇaj srediˇscˇne tocˇke
povezovalne palice. Na sliki 3.12 je prikazan polozˇaj drsnika v odvisnosti od cˇasa, kjer
je opaziti skladnost rezultatov obeh metod. Na sliki 3.13, kjer pa je prikazan polozˇaj
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srediˇscˇne tocˇke v y smeri v odvisnosti od cˇasa, pa je opaziti odstopanje med metodama.
Odstopanje se pojavi, ko se povecˇa hitrost sistema in vztrajnostne sile, posledicˇno
postane deformacija povezovalne palice relativno velika. Slednje je nazornejˇse prikazano
na sliki 3.14, kjer je predstavljeno gibanje srediˇscˇne tocˇke v x in y smeri.















Telo 3 - AVK
Slika 3.12: Polozˇaj drsnika v smeri x v odvisnosti od cˇasa.
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Telo 2 - AVK
Slika 3.13: Polozˇaj srediˇscˇne tocˇke povezovalne palice v smeri y v odvisnosti od cˇasa.














Telo 2 - AVK




3.2.3 Prosto nihanje vpete palice
Namen sledecˇe analize je prikazati dinamski odziv prostega nihanja vpete palice iz poli-
etilena, ki je bila uporabljena pri dinamski analizi rocˇicˇnega mehanizma v poglavju 3.2.2
in z lastnostmi, predstavljenimi v preglednici 3.2. Primer nihajocˇe palice je prikazan
na sliki 3.15, na katero v vozliˇscˇu Q, kot posplosˇeno zunanjo silo, apliciramo udarno
vektorsko silo F(t), ki je dolocˇena kot:
F(t) =
{
[0,− 10]TN; 0,0 ≤ t < 0,005
0N; 0,005 ≤ t ≤ 0,1 .
Slika 3.15: Model vpete palice z obremenitvijo.
Slika 3.16 prikazuje odzive vpete palice, izracˇunane po metodi AVK glede na sˇtevilo
elementov. Odziv z le enim elementom AVK zˇe nakazuje smer ujemanja, a sˇe odstopa
v primerjavi z odzivi z vecˇjim sˇtevilom elementov, pri cˇemer pa ima odziv z dvema
elementoma zˇe zelo dobro ujemanje in glede na odzive z vecˇjim sˇtevilom elementov,
konvergira.
S tem smo potrdili ustreznost izbire sˇtevila elementov prozˇnega telesa (povezovalne
palice), uporabljene v predhodnem poglavju 3.2.2. Pri cˇemer bi nam z uporabo le enega
AVK elementa lahko priˇslo do manjˇsih odstopanj rezultatov, pri uporabi vecˇjega sˇtevila
elementov bi pa se nam racˇunski cˇas simulacije bistveno podaljˇsal, kot je prikazano v
preglednici 3.3.
Preglednica 3.3: Racˇunski cˇasi simulacije nihanja vpete palice za cˇas 0,1s.
Sˇtevilo elementov Cˇas simulacije (min) ∆t (s)
1 3 9,79 · 10−6
2 6 9,82 · 10−6
4 9 9,83 · 10−6
8 42 3,11 · 10−6
16 194 9,85 · 10−7
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Slika 3.16: Odziv vpete palice; pomiki tocˇke Q v y smeri.
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3.2.4 Splosˇen kontaktni primer med telesom poljubne oblike
in podlago
Na enostavnem primeru je prikazan splosˇen kontakt med dvema togima telesoma; te-
lesom poljubne oblike (i) in podlago (j), kot je prikazano na sliki 3.17. Telo poljubne
oblike je sestavljeno iz tridesetih tocˇk, definiranih v ustreznem zaporedju, kot je pred-
stavljeno v poglavju 2.4. Telo i je mase m = 0,05 kg in se giblje z zacˇetno hitrostjo
vi0 = 0,5m/s. Na telo i deluje sˇe gravitacija g = 9,81m/s
2.
a) b) c)
Slika 3.17: Splosˇni kontakt med dvema telesoma; a) pred kontaktom, b) v kontaktu,
c) po kontaktu.
Cˇas trajanja 0,05 s simulacije je bil 40,1 s, pri cˇemer je bila ∆t=10−6 s ko sta bili telesi
v kontaktu.
Na sliki 3.18 je prikazan vertikalni polozˇaj tezˇiˇscˇa telesa i v odvisnosti od cˇasa ter vpliv
koeficienta restitucije cr. Vpliv koeficienta restitucije je nazorneje prikazan na sliki 3.19,
kjer je prikazana mehanska energija v prvi kontaktni situaciji. Pri kontaktni situaciji,
ko sta zacˇetni energiji enaki, je po koncu kontakta za primer, ko je cr = 0,8 je izrazito
vidna izguba energije med kontaktom. Z prvo kontaktno situacijo pa je za telo i na
slikah 3.20 in 3.21 prikazana tudi normalna sila in globina prediranja δ. Maksimalna
kontaktna sila je dosezˇena v trenutku, ko je globina prediranja teles maksimalna in
socˇasno je relativna kontaktna hitrost enaka nicˇ.
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Slika 3.18: Polozˇaj tezˇiˇscˇa telesa i v vertikalni smeri v odvisnosti od cˇasa.















Slika 3.19: Mehanska energija v prvi kontaktni situaciji v odvisnosti od cˇasa.
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Slika 3.20: Normalna kontaktna sila v prvi kontaktni situaciji v odvisnosti od cˇasa.















Slika 3.21: Globina prediranja v prvi kontaktni situaciji v odvisnosti od cˇasa.
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4 Raziskava vplivov na materialne
lastnosti baker-grafitne krtacˇke
Namen tega poglavja je predstaviti preizkuse, ki so potrebni za dolocˇitev materialnih
lastnosti baker-grafitnih krtacˇk pri razvoju numericˇnega modela.
4.1 Pregled literature
Elektro-mehanski kontakt med drsnim obrocˇkom in krtacˇko ali komutatorjem in krtacˇko
najdemo v sˇirsˇem obmocˇju elektricˇnih strojev [1, 2, 73]. Tako je bilo na tem podrocˇju
narejeno zˇe veliko sˇtevilo raziskav. Eno izmed prvih del, v katerem so zajete raziskave
iz podrocˇja elektricˇnih strojev, je bilo delo Lamme [74], katero je bilo objavljeno zˇe
v letu 1919. Kljub velikemu sˇtevilu raziskav se raziskovalci sˇe vedno srecˇujejo z izzivi
napovedovanja dobe trajanja krtacˇk ter njihove dinamike med obratovanjem. V za-
dnjih dvajsetih letih se raziskujejo razlicˇni parametri in njihovi vplivi na dobo trajanja
krtacˇk, ki izvirajo predvsem iz elektricˇnih, temperaturnih, materialnih in dinamskih
lastnosti krtacˇk [75,76].
Vpliv vlazˇnosti in elektricˇnega toka na obrabo so raziskovali Hu in sodelavci [77]. Ugo-
tovili so, da z narasˇcˇanjem gostote elektricˇnega toka narasˇcˇa debelina oksidnega filma
in da se z narasˇcˇanjem debeline oksidnega filma povecˇuje kontaktna upornost in ob-
raba krtacˇk. Vlazˇnost zraka prav tako vpliva tudi na ustvarjanje oksidnega filma, pri
cˇemer so Hu in sodelavci ugotovili, da je pri 10% rH vlazˇnosti obraba dvakrat vecˇja,
kot v primerjavi s 50% rH vlazˇnostjo pri isti elektricˇni tokovni gostoti. Pri 50% rH
vlazˇnosti so opazili tudi, da se z vecˇanjem gostote elektricˇnega toka povecˇuje tudi ob-
raba krtacˇk [77], pri cˇemer so zakljucˇili, da je oksidni film kljucˇni dejavnik pri obrabi
krtacˇk.
Obrabni mehanizem elektricˇnega drsnega kontakta med grafitom in bakrom so razi-
skovali Senouci in sodelavci [36]. Ugotovili so, da je obraba povezana s trdoto grafitne
povrsˇine, na katero pa vpliva morfolosˇko stanje povrsˇine in orientacija grafita v kon-
taktu. Poleg tega so Senouci in sodelavci opazili spremembe koeficienta trenja, kontak-
tne upornosti in razlike v obrabi med krtacˇkama. Slednji se razlikujeta glede na smer
elektricˇnega toka, pri cˇemer je krtacˇka iz katere tecˇe tok na drsni obrocˇek imenovana
kot pozitivna, druga pa kot negativna krtacˇka.
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Neenakomerno obrabo fiksno vpetih krtacˇk so raziskovali tudi Argibay in sodelavci [37].
Opazili so razlike med pozitivno in negativno krtacˇko v koeficientu trenja, kontaktni
upornosti, temperaturi in obrabi. Pri vecˇji tokovni gostoti in drsni hitrosti je bila
obraba na pozitivni krtacˇki dvakrat vecˇja kot obraba na negativni krtacˇki. To razliko
obrabe pa so lahko zanemarili, cˇe so drsno hitrost zmanjˇsali za 5 – krat.
Nenadne spremembe temperature, kontaktne upornosti in koeficienta trenja ob spre-
membi gostote elektricˇnega toka je opazil Jensen [78], ko je raziskoval obrabo fiksno
vpetih krtacˇk za visoke tokovne gostote. Jensen je ugotovil, da se sprememba hitrosti
obrabe glede na spremenjene obratovalne pogoje spremeni pocˇasneje, sˇele v nekaj urah,
medtem ko se temperatura, kontaktna upornost in trenje spremenijo v nekaj sekundah.
Poleg tega je Jensen opazil tudi, da se z vecˇanjem gostote toka povecˇuje tudi obraba
krtacˇk.
Hitrost obrabe ogljiko-grafitnih krtacˇk so preucˇevali Zhao in sodelavci [79]. Raziskovali
so koeficient trenja in obrabe v povezavi z elektricˇnim tokom ter vpliv visoke drsne
hitrosti in normalne obremenitve na obrabo. Zhao in sodelavci so ugotovili, da je hi-
trost obrabe povezana z Archardovim zakonom (Vobrabe = FN gT k /H), ko je kontakt
brez elektricˇnega toka. Pri cˇemer je Vobrabe volumen obrabe, k koeficient obrabe pri-
dobljen iz eksperimentalnih podatkov, FN normalna kontaktna sila, gT relativna drsna
razdalja med materiali in H oznacˇuje trdoto mehkejˇsega materiala [80]. Ob prisotnosti
elektricˇnega toka v kontaktu pa so opazili, da se trenje in mehanizem obrabe bistveno
spremenita in gre za drugacˇen model obrabe, ki ga je tezˇje popisati z matematicˇnim
izrazom.
Vpliv obrabe in togosti krtacˇk so raziskovali tudi Slavicˇ in sodelavci [25]. Z numericˇnimi
simulacijami so raziskovali dinamsko stabilnost krtacˇke elektromotorja, pri cˇemer so
ugotovili, da je obrabljena krtacˇka bistveno bolj nemirna v primerjavi z novo. Nemir-
nost krtacˇke vpliva na kakovost elektricˇnega kontakta in posledicˇno tudi na obrabo
ter zanesljivost delovanja elektromotorja [25]. Slavicˇ in sodelavci so prav tako razi-
skovali obrabni model in lokalne izgube mehanske energije pod razlicˇnimi dinamskimi
obremenitvami [27], dinamiko krtacˇke v povezavi s hrapavo kontaktno povrsˇino [26]
in identifikacijo koeficienta trenja za razlicˇne temperature in elektricˇne tokove [29,81].
Eksperimentalno so opazili, da je koeficient trenja analizirane elektromotorske krtacˇke
zelo odvisen od temperature. Tako so nad temperaturo steklastega prehoda opazili op-
timalno temperaturno obmocˇje delovanja krtacˇke, sˇiroko priblizˇno 30 ◦C. Raziskave so
razsˇirili sˇe na raziskave vpliva gostote toka na koeficient trenja, pri cˇemer so z vecˇanjem
gostote toka opazili manjˇsanje koeficienta trenja do optimalne ravni, pod katero, se je
koeficient trenja strmo zmanjˇsal in se je pojavilo iskrenje [81]. Slavicˇ in sodelavci so
raziskovali tudi vpliv hrapavosti povrsˇine [28], kjer so ugotovili, da nakljucˇna hrapavost
vodi do razlicˇnih vibracij, ki povecˇujejo obrabo. Meritve so izvedli na fiksno vpetih
krtacˇkah elektromotorja.
Veliko numericˇnega in eksperimentalnega dela na krtacˇkah so objavili tudi Bryant in
sodelavci [31, 33–35, 82], ki so ugotovili, da na obrabo krtacˇke zelo vpliva elektricˇni
tok, temperatura in hitrost drsenja. Z numericˇnimi simulacijami [33] so pokazali, da
je realna kontaktna povrsˇina bistveno manjˇsa od nominalne kontaktne povrsˇine, kar
lahko privede do zelo visokih lokalnih temperatur v kontaktih ter ob ponavljajocˇem
se dogajanju vodi do termo-elasticˇne nestabilnosti in posledicˇno povecˇane obrabe [31].
Z nadaljnjimi raziskavami so ugotovili, da lahko majhna valovitost povrsˇine ustvari
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kontaktna nihanja, ki zmanjˇsajo obrabo krtacˇk [34] ter da optimalna zracˇnost med
krtacˇko in nosilcem krtacˇk lahko zmanjˇsa obrabo krtacˇk tudi za 50% [35].
Hrapavost povrsˇine so raziskovali tudi Ueno in sodelavci [83]. Njihove raziskave so bile
osredotocˇene na hrapavost povrsˇine in na padce napetosti, pri katerih so ugotovili, da
se kontaktni padec napetosti spremeni pri razlicˇnih pogojih povrsˇinske hrapavosti in
pogojih okolice. V raziskavi [84], kjer so preucˇevali vpliv vakuuma, Ar in Ar+O2 na
padec napetosti, so ugotovili, da se s povecˇevanjem hrapavosti povrsˇine pri vakuumu
in Ar zmanjˇsuje padec napetosti, ob prisotnosti kisika pa vpliv hrapavosti ni izrazit.
Poleg navedenih ugotovitev so Ueno in sodelavci opazili povecˇanje padca napetosti v
kontaktu z zmanjˇsanjem realne kontaktne povrsˇine [4].
Ker na obrabo vplivata tako kontaktni tlak kot vrtilna hitrost, so Zhonglinag in sode-
lavci [39] raziskovali njun skupni vpliv na obrabo ogljikove krtacˇke. Ugotovili so, da je
obraba krtacˇk odvisna od PV faktorja, ki je sestavljen iz zmnozˇka kontaktnega tlaka
(angl.: Contact pressure - P) in obodne drsne hitrosti (angl.: sliding velocity - V ). Cˇe
je bil PV faktor pod kriticˇno vrednostjo, je bil kontaktni film dober in je prevlado-
vala mehanska obraba. Cˇe je bil PV faktor nad kriticˇno vrednostjo, je prevladovala
elektricˇna obraba, ki je narasˇcˇala eksponentno [39].
Podobno raziskavo na baker-grafitnih krtacˇkah so predstavili tudi Yasar in sodelavci [85],
kjer so raziskovali vpliv pritisne sile vzmeti krtacˇke prek kontaktnega tlaka na meha-
nizem obrabe krtacˇke pri konstantni vrtilni hitrosti, elektricˇnem toku in temperaturi
okolice. Ugotovili so, da je kontaktni tlak zelo pomemben parameter, ki vpliva na
lastnosti krtacˇk, pri cˇemer je optimalno obmocˇje delovanja baker-grafitnih krtacˇk v
obmocˇju od 30 do 50 kPa. Poleg tega so sˇe opazili razlicˇne mehanizme obrabe, kjer
pod 30 kPa prevladuje erozija in nad 120 kPa abrazija.
V zadnjem cˇasu se vecˇ pozornosti posvecˇa elektricˇni kontaktni upornosti drsnih kon-
taktov, obrabe in vplivu kontaktnega tlaka ter vrtilne hitrosti. Kontaktna upornost dr-
snega kontakta med drsnim obrocˇkom s posrebreno povrsˇino in srebro-grafitno krtacˇko,
so raziskovali Barnawi in sodelavci [86]. Ugotovili so, da se pri krtacˇki z vsebnostjo
50% srebra obraba povecˇa, ko se temperatura okolice zmanjˇsa [86]. Poleg tega so Bar-
nawi in sodelavci sˇe opazili, da se kontaktni padec napetosti manjˇsa s povecˇevanjem
temperature okolice za krtacˇke s 50% vsebnostjo srebra. Pri krtacˇkah z 90% vsebno-
stjo srebra so ugotovili, da se kontaktni film ne ustvari, pri cˇemer je padec napetosti
zelo majhen ter obraba pada s padanjem temperature okolice.
Vpliv kontaktnega tlaka in drsne hitrosti (PV ) na koeficient trenja ter obrabo fiksno
vpete baker-grafitne krtacˇke so raziskovali Wang in sodelavci [87]. Ugotovili so, da se
mehanska obraba povecˇuje proporcionalno s povecˇanjem PV parametra. Ob elektricˇni
obremenitvi so opazili, da se do kriticˇne vrednosti obraba povecˇuje proporcionalno s
PV parametrom, nad mejno vrednostjo pa se obraba eksponentno povecˇa. Poleg tega
so opazili tudi prevlado elektricˇne obrabe.
Pri predhodnih raziskavah so ucˇinke kontaktne upornosti, temperature, elektricˇnega
toka in obrabe obicˇajno raziskovali na fiksno vpetih krtacˇkah, pri cˇemer je bila dinamika
krtacˇke zanemarjena. V aplikacijah pa krtacˇka ni fiksno vpeta in se prosto giblje glede
na zracˇnost v nosilcu krtacˇk ter pred napetje vzmeti. Ker dinamika krtacˇke vpliva
na kontaktno upornost in obrabo, je v nadaljevanju predstavljeno preizkusˇevaliˇscˇe, ki
omogocˇa merjenje kontaktne upornosti in obrabe prosto vpete krtacˇke.
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4.2 Meritve obrabe, kontaktne upornosti in tempe-
rature
Glede na pregled literature in odstopanji med raziskavami, tako z ugotovitvami kot
s preizkusˇenimi materiali, smo za potrebe razumevanja vpliva vrtilne hitrosti, elek-
tricˇnega toka in temperature okolice v sklopu dela izdelali namensko preizkusˇevaliˇscˇe,
ki je predstavljeno v nadaljevanju.
4.2.1 Preizkusˇevaliˇscˇe
Za raziskovanje kljucˇnih parametrov, ki vplivajo na obrabo krtacˇk, je bilo razvito











Kakor je prikazano na sliki 4.2, je preizkusˇevaliˇscˇe sestavljeno iz pogonskega in me-
rilnega dela. Pogonski del preizkusˇevaliˇscˇa sestavljata 2,5 kW trifazni servomotor in
napenjalec. Merilni del preizkusˇevaliˇscˇa pa je sestavljen iz togega lezˇajnega ohiˇsja,
pogonske gredi, dveh nosilcev krtacˇk in male temperaturne komore. Pogonska gred
je gnana z jermenom, za simuliranje realnih pogojev. Na drugi strani pogonske gredi
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so natisnjeni bakreni drsni obrocˇki s premerom 16,4mm, katerih maksimalna obodna
hitrost je 15m/s. Na drsna obrocˇka, ki sta med seboj kratkosticˇena, nalegata krtacˇki,
ki so skupaj vezani v elektricˇni tokokrog, v katerega je doveden elektricˇni tok 0 - 5A
prek standardne pletenice (kot je uporabljena v serijski proizvodnji), glej sliko 4.3.
Kot je prikazano na sliki 4.1 in sliki 4.3, so drsni obrocˇki in krtacˇke zaprti v malo
temperaturno komoro, opremljeno s temperaturnimi sondami K-tipa, katera omogocˇa
simuliranje okoljskih pogojev kot na aplikacijah. Preizkusni pogoji, kot so prikazani v
preglednica 4.1, pa bodo detajlno razlozˇeni v nadaljevanju.
Preglednica 4.1: Preizkusni parametri in pogoji
Parameter Vrednost
Sˇtevilo krtacˇk 2 krtacˇki (pozitivna in negativna)
Nominalna povrsˇina krtacˇke 29,44mm2 (6,4mm × 4,6mm)
Material krtacˇke Baker-grafitna (35% Cu, 60% C - Grafit
5% dodatki)
Normalna sila na krtacˇko 2,4N
Nominalni premer drsnega obrocˇka 16,4mm
Material drsnega obrocˇka Baker (SE-Cu F25)
Vrtilna hitrost drsnega obrocˇka 1000, 5000, 10000RPM
Elektricˇni tok (DC) 1, 2, 3, 4, 5A
Atmosfera Zrak iz prostora
Temperatura 22, 40, 80 ◦C
Vlazˇnost [ 40 – 60 ]%rH
Trajanje preizkusa 15 – 100 h
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Pogonski motor in vrtilna hitrost
Da sta se drsna obrocˇka vrtela z ustrezno vrtilno hitrostjo, je skrbel trifazni servo motor
(Emerson Industrial Automation, Unimotor FM115U2), katerega nominalna vrtilna
hitrost je 6000RPM in nazivni moment 6,6Nm, slika 4.2. Motor je povezan in kontro-
liran s pomocˇjo servo regulatorja (Emerson Industrial Automation, Unidrive SP 1406).
Servo regulator pa je kontroliran prek analognega vhoda, povezanega z NI 9269 (analo-
gna kartica) na NI cDAQ-9178 ter krmiljen s pomocˇjo namenske programske opreme.
Ker sta drsna obrocˇka natisnjena na gredi, katera je gnana prek jermenice, je vrtilna






Slika 4.2: Pogonski del preizkusne naprave.
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Nosilec krtacˇk in senzorji
Obravnavane baker-grafitne krtacˇke, ki so vstavljene v nosilec krtacˇk, v katerem je za
zagotavljanje ustrezne pritisne sile vijacˇna vzmet, so vse iz ene serije serijske proizvo-
dnje. Pred preizkusom se je ustreznost krtacˇk preverilo z meritvami dimenzij, gostote,
trdote in materialne sestave. Da so zagotovljeni enaki pogoji kot na izdelku, sta tako
vzmet kot nosilec krtacˇk prav tako iz serijske proizvodnje. Na nosilcu krtacˇk je za po-
trebe slikovne analize, s katero smo spremljali obrabo krtacˇk, na prednji strani narejena
majhna rezˇa, slika 4.3. Na robu rezˇe je vidna vijacˇna vzmet, ki nalega na zadnji del
krtacˇke ter je vstavljena med krtacˇko in senzor sile, slika 4.4. Senzor sile, s katerim se
je merila aksialna sila vzmeti, je MEMS merilnik sile (Honeywell, FSS1500NSB). Ker
pa je merilnik sile temperaturno obcˇutljiv, se je na senzorju merila tudi temperatura
merilnika sile, ki se je uposˇtevala pri korekciji aksialne sile. S temperaturnimi sondami
K-tipa se je prav tako spremljala tudi temperatura nosilca krtacˇk. Nosilec krtacˇk, v
katerega je vstavljena krtacˇka, ima za potrebe gibanja krtacˇke zracˇnost. Med vodilom
in krtacˇko je tako 0,2mm zracˇnosti, kar omogocˇa prosto gibanje krtacˇke v tangentni (y)











Slika 4.3: Detajl krtacˇk s senzorji in temperaturno komoro.
Nosilec krtacˇk s krtacˇko, vzmetjo, merilnikom sile, temperaturnima sondama in pri-
kljucˇnimi kabli za elektricˇni tok ter meritev padcev napetosti je pritrjen na togo jekleno
podnozˇje in simetricˇen glede na rotor, slika 4.3, 4.4. Predstavljena konstrukcija nosilca
krtacˇk zagotavlja, da sta krtacˇki ustrezno pozicionirani, tecˇeta v centru in pravokotno
na os drsnega obrocˇka. Poleg tega pa predstavljeno vpetje zagotavlja ustrezno togost
nosilca, da preprecˇuje nihanja med preizkusˇanji tudi pri viˇsjih vrtljajih.
Obrabo krtacˇk se je v predhodnih raziskavah merilo ali s tehtanjem krtacˇk pred in po
preizkusih [88], ali s kontaktnimi merilniki pomika [37, 78]. Ker pa je masa razisko-
vane prosto vpete baker-grafitne krtacˇke le 1,5 g vkljucˇno s pletenico in bi na dina-
miko krtacˇke mocˇno vplivali kontaktni merilniki pomika, pri meritvi s tehtanjem pa je
vkljucˇena tudi masa pletenice, ki pa se ob vgradnji zaradi elektricˇnih povezav spremeni,
je bila obraba na predstavljenem preizkusˇevaliˇscˇu analizirane s pomocˇjo digitalne kore-
lacije slik. Krtacˇka je bila skozi odprtino v nosilcu krtacˇk opazovana s kamero (Matrix
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Drsni obroček
Nosilec krtačk (PPS)









Slika 4.4: Opremljen nosilec krtacˇk brez temperaturne komore.
Vision, mvBlueFOX), katera je kontinuirano zajemala slike. Slednje so bile nato anali-
zirana s pomocˇjo digitalne korelacije slik (angl.: Digital Image Corelation - DIC ), prek
katere je bil merjen oziroma izracˇunan pomik krtacˇke.
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Pogoji okolice - temperatura in vlazˇnost
Raziskovane krtacˇke na izdelku obratujejo pri poviˇsanih temperaturah, zato je bilo
potrebno na preizkusˇevaliˇscˇu v ta namen pripraviti namensko temperaturno komoro.
Temperaturna komora je nacˇrtovana tako, da sestavlja tudi prostor drsnih obrocˇkov in
krtacˇk, ki je opremljen s temperaturnimi sondami K-tipa, kot je prikazano na sliki 4.5.
Temperaturne sonde so vgrajene v malo temperaturno komoro z namenom zagotavlja-
nja ustrezne ter homogene temperature v celotnem prostoru drsnih obrocˇkov in krtacˇk.
Na vrhnji in spodnji strani male temperaturne komore sta dve odprtini, ki sta pove-
zani z vecˇjo komoro volumna 26 l, slika 4.1. Slednja je opremljena z 2,1 kW grelcem,
s katerim najprej predogrejemo zrak in nato segreti zrak s pomocˇjo mesˇalnika zraka
dovajamo po cevi v prostor drsnih obrocˇkov in krtacˇk. Tik pred vstopom v prostor
drsnih obrocˇkov in krtacˇk je v cevi sˇe drugi krmiljen grelnik, ki dovedeni zrak segreje
na prednastavljeno temperaturo. Z grelcema zraka je v prostoru drsnih obrocˇkov in
krtacˇk mogocˇe zagotavljati temperaturo v temperaturnem obmocˇju od 22 ◦C do 200 ◦C
s toleranco ± 2 ◦C. Ker pa se v komoro dovaja zrak iz okolice, je pri slednjem merjena
tudi vlazˇnost zraka z merilnikom TESTO (TESTO, 177-H1). Vlazˇnost zraka je bila v
prostoru kontrolirana in ves cˇas v obmocˇju med 40 in 60%rH, glej preglednico 4.1.
Temperaturne
sonde K-tipa
Slika 4.5: Polozˇaji temperaturnih sond na levem nosilcu krtacˇk in v temperaturni
komori.
69
Raziskava vplivov na materialne lastnosti baker-grafitne krtacˇke
Elektricˇni tokokrog in elektricˇne meritve
Vpliv gostote elektricˇnega toka na kontaktno upornost in obrabo je bil raziskan prek
elektricˇnega tokokroga, prikazanega na sliki 4.6. Tokokrog sestavlja elektricˇni napajal-
nik (TDK Lambda, HWS600-2), ki dovaja elektricˇni tok do Mosfeta (ST, BDX53C).
Slednji deluje kot hitro elektricˇno sikalo, ki simulira delovanje regulatorja na izdelku,
je povezan in krmiljen z analogno krmilno kartico (NI 9269) ter z namenskim program-
skim paketom. Mosfet skupaj z namenskim logicˇnim vezjem v elektricˇnem tokokrogu
zagotavlja ustrezen enosmerni elektricˇni tok v obmocˇju od 0A do 5A z natancˇnostjo
± 0,01A. Enosmerni elektricˇni tok, ki je doveden v kontakt med drsnima obrocˇkom in
krtacˇkama, je pred tem izmerjen s Hall senzorjem (LEM, LA50-S). Napajalni in merilni
kabli so s prikljucˇnimi sponkami prikljucˇeni na pletenico krtacˇke, sliko 4.3. Med plete-
nicama krtacˇk se meri tudi padec napetosti med pozitivno krtacˇko - drsnima obrocˇkoma
- negativno krtacˇko, z analogno napetostno zajemno kartico (NI 9239), slika 4.6.












Slika 4.6: Diagram elektricˇnega tokokroga na preizkusˇevaliˇscˇu.
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Krmiljenje in zajemanje podatkov
V sklopu dela je bil izdelan tudi namenski programski paket za krmiljenje celotnega pre-
izkusˇevaliˇscˇa (servo motorja, elektricˇnega tokokroga - Mosfeta in temperaturnih komor
- grelnikov) ter za zajemanje podatkov, ki je bil razvit v programskem paketu Nati-
onal Instruments LabView 2013, slika 4.7. Komunikacija med programskim paketom
in preizkusˇevaliˇscˇem je potekala prek povezave USB. V ohiˇsju National Instruments
cDAQ-9178 sta nato dve kontrolni kartici in sˇtiri zajemne kartice, slika 4.8. Vsako
minuto se 60 meritev, vzorcˇenih s 5000 S/s, povprecˇi in shrani (1 povprecˇena meritev
na minuto).





Slika 4.8: Enota za krmiljenje in zajem podatkov.
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Preizkusni pogoji in utekanje
Za vsak nov set preizkusov se je zamenjalo krtacˇke in drsne obrocˇke z gredjo. Da pa je
bil vpliv zamenjave komponent cˇim manjˇsi, so bile vse krtacˇke in drsni obrocˇki iz iste
serije. Pred preizkusom se je izmerilo okroglost in hrapavost povrsˇine drsnih obrocˇkov.
Po postavitvi preizkusa je tako najprej sledilo 100 h utekanje pri temperaturi okolice,
1000RPM in 1A elektricˇnega toka, tako da so se ustvarili stabilni kontaktni pogoji. Cˇas
preizkusˇanja pa je bil obicˇajno 15 h. Preostali detajlni podatki o pogojih preizkusˇanja
pa so podani v preglednici 4.1.
Zaznavanje kontaktne upornosti krtacˇk
Kontaktna upornost krtacˇk, katera predstavlja elektricˇno kontaktno situacijo med po-










Slika 4.9: Mesta merjenja padca napetosti in elektricˇnega toka.
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Opticˇno zaznavanje obrabe krtacˇke
Polozˇaj krtacˇke, ki je definiran s srediˇscˇno tocˇko in obmocˇjem krtacˇke ob vijacˇni vzmeti,
je analiziran z digitalno korelacijo slik. Zacˇetni polozˇaj krtacˇke je izmerjen in definiran
ob zacˇetku, ko drsni obrocˇek sˇe miruje, Slika 4.10. Ob zacˇetku preizkusa se vrtilna
hitrost pocˇasi povecˇuje do nastavljene, ker se nato ob konstantni vrtilni hitrosti med
preizkusom krtacˇki spreminja polozˇaj predvsem kot rezultat dinamicˇnega odziva glede
na kontakt z drsnim obrocˇkom, pri cˇemer pa je polozˇaj krtacˇke med preizkusom zajet
vsako minuto. Na koncu preizkusa, ko se drsni obrocˇek ustavi, je ponovno izmerjena




(xs2 − xs1)2 + (ys2 − ys1)2
t · v · A, (4.2)
kjer je t cˇas preizkusa, v tangentna vrtilna hitrost in A presek krtacˇke.
























Zacˇetek preizkusa - (xs1 , ys1)
Med preizkusom
Konec preizkusa - (xs2 , ys2)
Slika 4.10: Polozˇaj krtacˇke v vodoravni in navpicˇni smeri (1000RPM pri 22 ◦C za
15 h).
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Primer meritve
Primer meritve, ki je prikazan na Sliki 4.11, prikazuje rezultate preizkusa pri 1000RPM,
5A elektricˇnega toka in temperaturi 80 ◦C v prostoru drsnih obrocˇkov in krtacˇk. Tem-
peratura v prostoru drsnih obrocˇkov in krtacˇk je stabilizirana na zacˇetku preizkusa.
Zaradi spreminjanja kontaktnih situacij med preizkusom [78] se prav tako spreminja
temperatura v prostoru drsnih obrocˇkov in krtacˇk, kot je vidno na Sliki 4.11. Slika 4.11
prikazuje tudi, kako se kontaktna upornost in normalna kontaktna sila spreminjajo
kljub temu, da se drsna obrocˇka vrtita s konstantno vrtilno hitrostjo in je v kontaktu
konstanten elektricˇni tok.
































































Slika 4.11: Vrtilna hitrost, elektricˇni tok, kontaktna upornost, normalna sila in
temperatura v prostoru drsnih obrocˇkov med preizkusom.
74
Raziskava vplivov na materialne lastnosti baker-grafitne krtacˇke
4.2.2 Kontaktna upornost in obraba
Kot je prikazano v preglednici 4.1, smo preizkusˇali vpliv vrtilne hitrosti drsnih obrocˇkov
(1000, 5000 in 10000RPM), elektricˇnega toka (1, 2, 3, 4, in 5A) in temperature oko-
lice (22, 40 in 80 ◦C) na kontaktno upornost in obrabo. Sˇtevilo razlicˇnih preizkusnih
pogojev je bilo 3× 5× 3 = 45, kar se odrazˇa na celotnem cˇasu preizkusˇanja, ki je bil pri-
blizˇno 5400 h≈ 225 dni. Rezultati, predstavljeni v nadaljevanju, predstavljajo srednje
vrednosti obeh krtacˇk (preizkusˇani pod dolocˇenimi preizkusnimi pogoji). Predstavljeni
rezultati obrabe so pa samo za pozitivno krtacˇko.
Kontaktna upornost glede na elektricˇni tok, vrtilno hitrost in temperaturo
Kontaktna upornost v povezavi z gostoto elektricˇnega toka, vrtilno hitrostjo in tempe-
raturo je prikazana na sliki 4.12.

































Slika 4.12: Kontaktna upornost glede na gostoto elektricˇnega toka, vrtilno hitrost in
temperaturo.
V splosˇnem naj bi bila kontaktna upornost cˇim manjˇsa, saj majhna kontaktna upor-
nost predstavlja dobre kontaktne situacije. Kontaktna upornost narasˇcˇa z narasˇcˇanjem
realne kontaktne povrsˇine [4] in splosˇno znano je, da se realna kontaktna povrsˇina
lahko povecˇuje z velikostjo obremenitve. Ne glede na to, rezultati, ki so prikazani
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na sliki 4.12, pri aplicirani konstantni sili kazˇejo, da se s povecˇevanjem gostote ele-
ktricˇnega toka, temperature in vrtilne hitrosti kontaktna upornost zmanjˇsuje, razen
pri preizkusih pri 80 ◦C in 5000 oziroma 10000RPM. Zmanjˇsanje kontaktne upornosti
lahko povezˇemo s povecˇanjem elektricˇne kontaktne povrsˇine [89], in zmanjˇsanje togosti
krtacˇke s povecˇanjem temperature [29]. Socˇasno dodatni odprti tokokrogi postanejo za-
prti, kar povecˇa realno kontaktno povrsˇino. Zˇelja je, da naj bi bila kontaktna upornost
cˇim manjˇsa za boljˇse kontaktne situacije.
Obraba glede na gostoto elektricˇnega toka, vrtilno hitrost in temperaturo.
V povezavi z gostoto elektricˇnega toka, vrtilno hitrostjo in temperaturo je obraba
predstavljena na sliki 4.13. Obraba naj bi bila cˇim manjˇsa, da bi lahko izdelek pripravili
za obratovanje v optimalnih pogojih, da bi tako lahko zadostil cˇim daljˇsi dobi trajanja.






























Slika 4.13: Obrabe glede na gostoto elektricˇnega toka, vrtilno hitrost in temperaturo.
Zakljucˇki iz rezultatov obrabe, prikazane na sliki 4.13, niso tako jasni kot so pri kon-
taktni upornosti. Pri 1000RPM obraba narasˇcˇa s temperaturo okolice. Pri 5000RPM
temperatura nima znatnega vpliva, pri cˇemer pa je pri 10000RPM obraba najmanjˇsa
pri 1A in narasˇcˇa z gostoto elektricˇnega toka. Pri nizˇjih temperaturah okolice; 22 ◦C in
40 ◦C je vpliv elektricˇnega toka na obrabo zanemarljiv. Za zagotavljanje ponovljivosti
rezultatov je bil vsak preizkus vsaj enkrat ponovljen.
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Splosˇno prepricˇanje je, da so kontaktne situacije optimalne, ko je majhna kontaktna
upornost in majhna obraba. Za jasnejˇsi prikaz vpliva kontaktne upornosti in obrabe
je bila uporabljena slika 4.14. Slika 4.14 prikazuje rezultate zˇe prikazane na slikah 4.12
in 4.13; kjer je 1A elektricˇnega toka oznacˇen s kvadratom in 5A s trikotnikom.
Slika 4.14 prikazuje, da je majhna obraba in kontaktna upornost mogocˇa pri 10000RPM
in pri 5000RPM, cˇe je elektricˇni tok vecˇji od priblizˇno 3A. Pri 1000RPM pa je manjˇsa
obraba in manjˇsa kontaktna upornost mogocˇa pri viˇsjem elektricˇnem toku in nizˇji
temperaturi okolice.








































Slika 4.14: Obraba glede na kontaktno upornost, gostoto elektricˇnega toka, vrtilno
hitrost in temperaturo.
Za podobne materiale so Wang in sodelavci [90] ugotovili, da se obraba povecˇa s
povecˇanjem gostote elektricˇnega toka (pri konstantni temperaturi okolice in vrtilni
hitrosti). Ugotovitve Wanga in sodelavcev so podobne nasˇim; vendar pa nasˇe sˇe do-
polnjujejo z vplivi pri visokih temperaturah ali pri visokih hitrostih vrtenja, kjer smo
opazili, da se stopnja obrabe povecˇa z gostoto elektricˇnega toka.
Za baker-grafitno krtacˇko, ki je v kontaktu z drsnem obrocˇem iz Cu-Cr-Zn, so Wang
in sodelavci [87] opazili povecˇanje obrabe s povecˇanjem kontaktnega tlaka. Podobno
so opazili tudi Zhao in sodelavci [79] za ogljiko-grafitno krtacˇko, v kontaktu z jekle-
nem drsnim obrocˇem (preizkusˇano s klasicˇnim preizkusom igle na drsni obrocˇek (angl.:
pin-on-slip-ring)). Pri cˇemer pa smo v nasˇi raziskavi opazili, da se kljub konstan-
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tnemu kontaktnemu tlaku obraba lahko povecˇa, pri istih vrtljajih in gostoti toka, a le
s spremembo temperature okolice.
Yasar in sodelavci [85], ki so raziskovali drugi materialni par (baker-grafitna krtacˇka
z jeklenim drsnim obrocˇem) in spreminjali kontaktni tlak krtacˇke, so za silo vzmeti
krtacˇke ugotovili, da se trenje najprej zmanjˇsa in nato znatno povecˇa. Zakljucˇki Yasar-
ja in sodelavcev so pomembni tudi za nasˇo raziskavo, saj kazˇejo, da lahko optimalni
pogoji delovanja znatno zmanjˇsajo stopnjo obrabe (in kontaktne upornosti).
Glede na predstavljene rezultate kontaktne upornosti in obrabe smo opazili, da se
kontaktna upornost zmanjˇsa s povecˇanjem temperature okolice, elektricˇnega toka in
vrtilne hitrosti, medtem ko pa se obraba povecˇa s povecˇanjem vrtilne hitrosti pri nizki
gostoti elektricˇnega toka in nizki temperaturi okolice. Pri visoki temperaturi okolice
in nizki gostoti elektricˇnega toka pa se hitrost obrabe zmanjˇsa s povecˇanjem vrtilne
hitrosti. V ta namen smo raziskavo razsˇirili naprej in iskali povezavo med obrabo in
temperaturo baker-grafitne krtacˇke.
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4.2.3 Obraba krtacˇke glede na temperaturo baker-grafitne krtacˇke
Glede na vse, v prejˇsnjem poglavju predstavljene preizkuse, je glavna skupna tocˇka
temperatura krtacˇke. V ta namen se je z IR temperaturno kamero na zgoraj predsta-
vljenem namenskem preizkusˇevaliˇscˇu izmerilo temperaturo krtacˇke glede na mehanske
obremenitve prikazane v preglednici 4.1 in jih povezalo skupaj z rezultati meritev ob-
rabe krtacˇke, prikazanimi na sliki 4.13. Tako je na sliki 4.15 prikazan vpliv obrabe
baker-grafitne krtacˇke v odvisnosti od temperature krtacˇke.




















Slika 4.15: Obraba glede na temperaturo baker-grafitne krtacˇke.
S povezavo obrabe in temperature krtacˇke je tako jasneje opaziti spremembo v obrabi.
Slednja je veliko bolj izrazita v ozˇjem temperaturnem obmocˇju med 80 ◦C in 90 ◦C, kjer
se obraba nenadno povecˇa za pet krat. Tako smo postavili hipotezo, da na obrabo v
ozˇjem temperaturnem podrocˇju bistveno vpliva sprememba materialnih lastnosti baker
grafitne krtacˇke.
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4.3 Materialne lastnosti baker-grafitne krtacˇke
Za boljˇse razumevanje in analizo materialnih lastnosti baker-grafitne krtacˇke si tako














Slika 4.16: Vplivi za dvig temperature krtacˇke.
Dvig temperature krtacˇke vpliva na spremembo materialnih lastnosti krtacˇke [91], saj
je slednja izdelana s tehnologijo sintranja, kot je prikazano na sliki 4.17. Prednost
sintranih krtacˇk je, da lahko poleg osnovnih materialov k materialu krtacˇke dodamo sˇe
druge materiale, ki sluzˇijo za izboljˇsanje drsnih ali vezivnih lastnosti.
Pri cˇemer pa sta osnovna materiala krtacˇke baker in grafit. Za pridobitev natancˇnejˇsega
delezˇa posameznih elementov v krtacˇki je bila izvedena analiza sestave krtacˇke s pomocˇjo
vrsticˇnega elektronskega mikroskopa (SEM - Jeol JSM-5610). Ugotovili smo, da je tako
krtacˇka sestavljena iz priblizˇno 60wt% grafita, 35wt% bakra in 5wt% dodatkov. Do-
datki v krtacˇki imajo nalogo kot vezivo med osnovnima materialoma ter za izboljˇsanje
drsnih lastnosti krtacˇke oziroma za zmanjˇsevanje koeficienta trenja med krtacˇko in dr-
snim obrocˇkom. A so veliko bolj obcˇutljivi na spremembe temperature in imajo ozˇja
temperaturna obmocˇja delovanja. Poleg zgoraj omenjenih prednosti pa imajo sintrane
krtacˇke tudi slabosti. Zaradi sintranja so krtacˇke porozne in se v porah krtacˇk lahko
absorbira vlaga, poleg tega pa lahko zaradi mesˇanja in drobljenja ter stiskanja pri pri-
pravi krtacˇk prihaja do odstopanj med vzorci krtacˇk. V izogib omenjeni slabosti so
vse obravnavane krtacˇke, na katerih smo izvajali raziskavo, iz ene serije.
Poleg analize sestave krtacˇke se je na krtacˇki izvedlo sˇe meritve koeficienta trenja, trdote
in dinamicˇno analizo odziva v odvisnosti od temperature ter DSC (angl.: Differential
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Stiskanje Pečenje Končana krtačka
Slika 4.17: Postopek izdelave krtacˇke.
Scanning Calorimetry) analizo.
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4.3.1 Koeficient trenja v odvisnosti od temperature
Glede na pregled predhodnih raziskav, poglavje 4.1, je koeficient trenja eden izmed
kljucˇnih pokazateljev stanja kontaktnih situacij in obrabe. V ta namen smo izvedli
meritve koeficienta trenja v odvisnosti od razlicˇnih mehanskih obremenitev, pregle-
dnica 4.1, kot je prikazano na sliki 4.18, da bi dobili informacije glede spreminjanja











Slika 4.18: Postavitev preizkusa meritve koeficienta trenja.
Meritev koeficienta trenja je bila izvedena na podoben nacˇin, kot je prikazano v raz-
iskavi [81], a le s to razliko, da je bila v nasˇem primeru absolutna normalna sila na
opazovano krtacˇko spremljana med preizkusom s staticˇnim merilnikom sile in aplicirana
na krtacˇko prek zracˇnega lezˇaja. Na zracˇni lezˇaj je bilo togo vpeto triosno zaznavalo
sile (PCB D260A11), na katero je bila nato togo vpeta opazovana krtacˇka. Konica
krtacˇke je bila dodatno obdelana, na dimenzije 2 × 2mm tako, da je bilo zagotovljeno
hitrejˇse utekanje in enakomernejˇsi naleg na drsni obrocˇek. Drsni obrocˇek je bil gnan
z elektromotorjem, ki je bil krmiljen z enosmernim elektricˇnim krmilnikom ter vrtljaji
drsnih obrocˇkov so bili kontrolirani z opticˇnim merilnikom vrtljajev. Na krtacˇko je bila
prav tako aplicirana tudi elektricˇna obremenitev z DC usmernikom, pri cˇemer je bil v
elektricˇno vezalno shemo vkljucˇen tudi rotor alternatorja za zagotavljanje ustreznega
bremena za simuliranje realnih kontaktnih razmer. Za zagotavljanje poviˇsane tempera-
ture okolice so bili drsni obrocˇki segreti s pomocˇjo uporovnega grelnika ter temperatura
krtacˇk in drsnih obrocˇkov je bila merjena z IR temperaturno kamero in temperaturnimi
sondami K tipa.
Koeficient trenja bi lahko dolocˇili s pomocˇjo Coulomb-ovega zakona trenja, prikazanega
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v enacˇbi (2.166) a ker ne merimo absolutne tangencialne kontaktne sile, se moramo
posluzˇiti poenostavitve, da je vpliv sile v smeri osi vrtenja zanemarljiv in moramo
predpostaviti, da je koeficient trenja neodvisen od velikosti normalne sile [81]. Tako
lahko izraz v enacˇbi (2.166) preoblikujemo v:
Ft,d = µFn,d, (4.3)
kjer je Ft,d, tangencialna dinamicˇna sila in Fn,d normalna dinamicˇna sila.













Slika 4.19: Dinamicˇne sile na krtacˇko pri hitrosti vrtenja 1000RPM, 1A in 23 ◦C.
Na sliki 4.19 so prikazane amplitude dinamicˇnih sil v vseh treh smereh, ker je Fx,d
(tangentna dinamicˇna sila glede na drsni obrocˇek - Ft,d), Fy,d (osna sila glede na drsni
obrocˇek) in Fz,d (normalna dinamicˇna sila glede na drsni obrocˇek - Fn,d), ki pa je za
od 2 do 5 krat vecˇja od tangentne in osne sile.
Z izdelavo faznega diagrama sil Ft,d in Fn,d, kot je prikazano na sliki 4.20, ter z uporabo













2 − n∑i F 2n,d,i . (4.4)
Glede na izmerjene temperature krtacˇke med meritvijo dinamicˇnih sil in izracˇunanimi
koeficienti trenja slednje tako lahko preslikamo v nov diagram, kjer imamo koeficient
trenja v odvisnosti od temperature, slika 4.21.
Na sliki 4.21 so prikazana povprecˇja desetih meritev za posamezno obremenitev. Tudi
pri koeficientu trenja je v ozkem temperaturnem obmocˇju med 80 ◦C in 90 ◦C opaziti
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Slika 4.20: Fazni diagram tangencialne in normalne dinamicˇne sile na krtacˇko pri
hitrosti vrtenja 1000RPM, 1A in 23 ◦C.












Slika 4.21: Koeficient trenja v odvisnosti od temperature.
izraziti porast koeficienta trenja, pri cˇemer pa je koeficient trenja pri viˇsjih ali nizˇjih
temperaturah nizˇji in rahlo pada z narasˇcˇanjem temperature. Tako je glede na rezultate
obrabe in koeficienta trenja ter ker ne poznamo vpliva temperature na materialne
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lastnosti krtacˇk, je bilo zaradi razumevanja potrebno izvesti sˇe analizo dinamskega
odziva krtacˇke v odvisnosti od temperature.
4.3.2 Analiza dinamskega odziva
Analiza dinamskega odziva je bila izvedena za ovrednotenje vpliva temperature na
dinamicˇne lastnosti baker-grafitne krtacˇe. Krtacˇka je bila preizkusˇena, kot je prikazano



















Slika 4.22: Preizkus krtacˇke za analizo dinamskega odziva na stresalniku.
Na glavo elektrodinamicˇnega stresalnika (Bru¨el & Kjaer Type 4824) je bil pritrjen sen-
zor sile (Endevco 2312) z nabojnim ojacˇevalnikom (PCB 422E35) in je meril silo vzbuja-
nja, ki je bila vnesena na krtacˇo. Baker-grafitna krtacˇka je bila pritrjena v jeklen nosilec
krtacˇk, ki je bil pritrjen na senzor sile. Kot je prikazano na sliki 4.22, je bila baker-
grafitna krtacˇka obdelana v pravokotno obliko dimenzij 6,4mm× 4,6mm× 12,0mm,
kjer pa je bil dinamski odziv krtacˇke merjen v Z osi z uporabo laserja (Polytec CLV-
700). Modalni elektrodinamicˇni stresalnik je bil nadzorovan v nacˇinu odprte zanke z
uporabo LMS scadas mobile.
Krtacˇka je bila vzbujana v smeri Z s sinusnim preletom od 1,0 kHz do 21,0 kHz. Za
merjenje temperature pri dinamskem odzivu je bila baker-grafitna krtacˇka uporovno
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Slika 4.23: Merilni princip.
segreta (angl. Joule heating) z enosmernim elektricˇnim tokom z nadzorovanim napaja-
njem. Toplota, vnesena na krtacˇko, je povecˇala temperaturo iz 21 ◦C do 245 ◦C s kora-
kom 1 ◦C± 0,5 ◦C, pri cˇemer je vsak korak trajal priblizˇno 2min glede na stabilizirano
temperaturo krtacˇke. Zardi vecˇje zanesljivost rezultatov je bil celoten temperaturni
cikel z meritvami na vsaki temperaturi dvakrat ponovljen.
Meritve iz senzorja sile in laserja, kot je prikazano na sliki 4.23, so bile nato uporabljene





kjer Vz predstavlja amplitudo hitrosti odziva v Z smeri in F je amplituda vzbujevalne
sile. Mobilnost iz enacˇbe (4.5) je nato preracˇunana v receptanco (razmernik pomikov











(k − ω2m) + i d, (4.6)
kjer Xz predstavlja amplitudo pomikov v Z osi, ω frekvenco, m maso, k je togost
in d je histerezni koeficient dusˇenja. Iz receptance, definirane v enacˇbi (4.6), so bile
identificirane maksimalne amplitude |αz(ω)|max in razmernik dusˇenja ζz baker-grafitne
krtacˇke. Slednji je bil preracˇunan s zakonom o polovicˇni mocˇi (angl.: the half power
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kjer je ωn frekvenca pri resonanci, medtem ko sta ω2 in ω1 frekvencˇni tocˇki pri polovicˇni
mocˇi, 3 dB pod |αz(ωn)|.
Z uporabo enacˇbe (4.6) je bila nato preracˇunana receptanca |αz|, ki je prikazana na
sliki 4.24, kjer je za celotno temperaturno obmocˇje prikazan vpliv temperature na lastno
frekvenco v Z osi.

































Slika 4.24: Receptanca |αz| kot funkcija temperature baker-grafitne krtacˇke.
Pri vzbujanju v Z smeri je prevladovala prva upogibna oblika (okrog Y osi), kot je pri-
kazano na sliki 4.25. Najviˇsja lastna frekvenca je bila zaznana pri temperaturi okolice,
medtem ko se je s povecˇevanjem temperature krtacˇke lastna frekvenca zmanjˇsevala
(slika 4.24 in 4.26). V temperaturnih obmocˇjih od 70 ◦C do 90 ◦C in od 150 ◦C do
200 ◦C smo opazili spremembe v odzivih krtacˇke, kot so oznacˇene na sliki 4.24. Zato




Slika 4.25: Prva upogibna oblika vpete baker-grafitne krtacˇke pri 22 ◦C in 10200Hz.
Razmernik dusˇenja (ζz) baker-grafitne krtacˇke, ki je prikazan na sliki 4.27, se zmanjˇsuje
s povecˇevanjem temperature. S povecˇevanjem temperature v temperaturnem obmocˇju
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Slika 4.26: Lastna frekvenca prve oblike kot funkcija temperature baker-grafitne
krtacˇke.
od 70 ◦C do 90 ◦C pa smo opazili nenadno povecˇanje razmernika dusˇenja za vecˇ kot
15% pri vseh meritvah.
Tako smo pri istem temperaturnem obmocˇju zaznali spremembe v odzivih tako pri
obrabi [93], koeficientu trenja in tudi pri razmerniku dusˇenja. Ker pa so vsem trem
analizam skupna tocˇka le materialne lastnosti baker-grafitne krtacˇke v odvisnosti od
temperature, smo slednje dopolnili sˇe z raziskavami analize trdote in diferencˇne di-
namicˇne kalorimetrije (DSC).
4.3.3 Preizkus trdote
Meritve trdote baker-grafitne krtacˇe smo izvedli po Rokvelovi metodi HR 15T z na-
pravo za testiranje trdote (EMCO Test - M4C 075 G3 R) v skladu z mednarodnim
standardom EN ISO 6508 (Rockwell hardness test) [94]. Baker-grafitne krtacˇke smo
uporovno segrevali s pomocˇjo enosmernega elektricˇnega toka od temperature 21 ◦C do
140 ◦C z korakom 10 ◦C± 1 ◦C. Trajanje enega koraka je bilo odvisno od stabilizirane
temperature krtacˇke in je trajalo priblizˇno 5min. Za povecˇanje zanesljivosti meritev
je bila trdota izmerjena pred segrevanjem in pri stabilizirani temperaturi, pri cˇemer
pa je bilo pri vsaki temperaturi opravljenih pet meritev in celoten temperaturni cikel
dvakrat ponovljen. Rezultati meritev trdot so prikazani na sliki 4.28, kjer sencˇeno
obmocˇje predstavlja obmocˇje znotraj katerega so rezultati vseh meritve trdot, cˇrta pa
prikazuje srednje vrednosti meritev trdot pri posamezni temperaturi.
Iz rezultatov meritev smo v ozkem temperaturnem obmocˇju med 80 ◦C in 90 ◦ opazili
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z - Meritev 1
z - Meritev 2
Slika 4.27: Razmernik dusˇenja (ζz) v odvisnosti od temperature baker-grafitne
krtacˇke.

















Slika 4.28: Trdota v odvisnosti od temperature baker-grafitne krtacˇke.
velike odklone meritev trdote in zmanjˇsanje trdote do 50%. Ta odstopanja povezujemo
s sestavo materiala krtacˇke, saj je krtacˇka, kot je bilo prikazano na fotografiji 4.17,
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izdelana po tehnologiji sintranja. Zaradi sintranja so lahko med krtacˇkami manjˇsa
odstopanja v poroznosti med vzorci [95, 96]. Poroznost krtacˇk pa vpliva na delezˇ in
razporeditev vlage v krtacˇki. Na podlagi predhodnih raziskav je znano, da se namrecˇ
v tem temperaturnem obmocˇju vlaga zacˇne izlocˇati iz krtacˇke [91].
4.3.4 DSC analiza
Na baker-grafitni krtacˇki je bila nato izvedena sˇe diferencˇna dinamicˇna kalorimetrija
(DSC - angl.: Differential scanning calorimetry), z namenom dolocˇitve temperature
steklastega prehoda (Tg) krtacˇke [97], s katerim bi tako lahko ovrednotili nenadno
spremembo materialnih lastnosti krtacˇke. Krtacˇka je bila segrevana od 30 ◦C do 300 ◦C
s hitrostjo 20 ◦C/min v aluminijskem loncˇku v dusˇikovi atmosferi, kjer smo analizirali
toplotni tok in temperaturo. Da bi povecˇali zanesljivost podatkov, sta bili opravljeni
na dveh vzorcih meritvi s ponovitvijo celotnega testa. Rezultat analize je prikazan na
sliki 4.29.






























Slika 4.29: DSC analiza baker-grafitne krtacˇke.
Iz predhodnih DSC analiz bakra je znano, da je temperatura rekristalizacije bakra
pri 170 ◦C [98]. Poleg tega krtacˇko sestavljajo tudi aditivi, ki spremenijo lastnosti
materiala. Kuz’mina in sodelavci [91] so opazili zacˇetek razgradnje smol v baker-
grafitnih kompozitih pri 75 ◦C. Prav tako so opazili odsotnost vlage v materialu krtacˇke
pri temperaturah nad 100 ◦C.
DSC krivulja, predstavljena na sliki 4.29, predstavlja prvo fazo segrevanja krtacˇke, kjer
je endotermni vrh pri 80 ◦C. Med prvo fazo segrevanja smo opazili polimerizacijo mate-
riala krtacˇe v temperaturnem obmocˇju od 80 ◦C do 270 ◦C. Na zacˇetku polimerizacije
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pa je prisoten endotermni vrh, ki ga je mogocˇe pripisati procesu odstranjevanja vlage
iz materiala krtacˇke in spremembam v dodatkih. Iz materialnih analiz baker-grafitne
krtacˇke sklepamo, da ima obravnavana krtacˇka med dodatki delezˇ fenolne smole. Sle-
dnja ima namrecˇ omejeno gibanje molekul in slabsˇe lastnosti pri temperaturi okrog
80 ◦C [99].
4.3.5 Sklep eksperimentalne materialne analize
Z DSC analizo, predstavljeno v poglavju 4.3.4, in analizo dinamskega odziva prek raz-
mernika dusˇenja ζz predstavljeno v poglavju 4.3.2, lahko povlecˇemo skupno tocˇko prek
temperature in rezultata izrazimo v medsebojni odvisnosti, kot prikazuje slika 4.30.
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Slika 4.30: Razmernik dusˇenja v odvisnosti od normaliziranega toplotnega toka za
drugi vzorec.
Iz predstavljenega diagrama na sliki 4.30 sta nazorneje prikazani dve kljucˇni tempera-
turi, pri katerih material baker-grafitne krtacˇke bistveno spremeni mehanske lastnosti.
Pri temperaturi 80 ◦C se material krtacˇke zmehcˇa in razmernik dusˇenja se povecˇa. To
spremembo pripisujemo zacˇetku odvajanje vlage iz krtacˇke [91] in spremembam v delo-
vanju fenolne smole [99]. Z narasˇcˇanjem temperature pa se material krtacˇke postopno
polimerizira, pri cˇemer pa je pri temperaturi okrog 180 ◦C druga tocˇka v spremembi
materialnih lastnosti krtacˇke, kjer je dosezˇen tudi minimum razmernika dusˇenja ζz. To
je tudi temperatura, katere naj krtacˇke med obratovanjem ne bi presegle, saj se nad
to temperaturo po zagotovilih proizvajalcev krtacˇk material degradira.
Z eksperimentalnim delom raziskave, ki sluzˇi tudi kot osnova za numericˇni del raziskave,
lahko potrdimo, da temperatura krtacˇke vpliva na koeficient trenja, trdoto, obrabo in
dinamski odziv krtacˇk.
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4.4 Numericˇni eksperiment
Namen numericˇnega eksperimenta je prikazati uporabnost predstavljenih teoreticˇnih
osnov v poglavju 2 in simuliranje dinamike krtacˇke med obratovanjem pri razlicˇnih
mehanskih obremenitvah z vkljucˇitvijo vpliva temperature prek spremembe materialnih
lastnosti. Pri meritvah kontaktne upornosti v poglavju 4.2.2, je bilo opazˇeno, da je pri
dolocˇenih mehanskih obremenitvah prisotno povecˇanje kontaktne upornosti in obrabe,
za katero pa je na podlagi predhodnih raziskav znano [34,83], da je slednja odvisna od
kontaktnih razmer in cˇasovne spremenljivosti dinamike krtacˇke. Ker pa je dinamiko
krtacˇke v odvisnosti od cˇasa med obratovanjem eksperimentalno zelo tezˇko dolocˇiti, je











Prožno telo Togo telo
Slika 4.32: Dinamski model krtacˇke obravnavane kot prozˇno telo.
92
Raziskava vplivov na materialne lastnosti baker-grafitne krtacˇke
Dinamski model je izdelan na osnovi realnega sklopa podsestava alternatorja, nosilca
krtacˇk z vzmetjo in krtacˇko, ki je v kontaktu z drsnim obrocˇkom, slika 4.32. Omenjeni
sklop predstavlja glavno elektricˇno in mehansko povezavo med vrtecˇim se rotorjem
in mirujocˇim nosilcem krtacˇk z gibljivo krtacˇko. Dinamski model tako sestavlja no-
silec krtacˇk, ki je togo vpet na podlago. V nosilec krtacˇk je vstavljena vzmet, ki je
vgrajena med nosilec in krtacˇko ter zagotavlja ustrezno kontaktno silo med drsnim
obrocˇkom in krtacˇko. Slednja je z namenom dolocˇitve ustreznega dinamskega odziva
krtacˇke glede na mehanske obremenitve in zaradi potrebe po uposˇtevanju spremembe
materialnih lastnosti materiala krtacˇke zaradi spremembe temperature, simulirana kot
togo (slika 4.31) in kot prozˇno telo (slika 4.32). Za boljˇsi popis kontaktnih razmer med
krtacˇko in drsnim obrocˇkom, pa je bil kontaktni del krtacˇke tudi v primeru simulacij
krtacˇke obravnavane kot prozˇno telo, obravnavan kot togo telo, kot je prikazano na
sliki 4.32. Kontaktna povrsˇina krtacˇke je geometrijsko enaka utecˇeni krtacˇki. Drsni
obrocˇek je simuliran kot togo telo in je sestavljen iz tocˇk, pridobljenih z meritvijo stanja
obodne, realne kontaktne povrsˇine obrocˇka.
Krtacˇka, kot je prikazana na sliki 4.32, je v primeru simulacij prozˇnega telesa mode-
lirana z dvema AVK koncˇnima elementoma (optimalno sˇtevilo elementov, kot je pri-
kazano v poglavju 3.2.3). Povezava med prozˇnim in togim telesom pa je zagotovljena
s povezavo, ki je sestavljena iz vrtljive povezave z vkljucˇeno togo torzijsko vzmetjo,
s katero je tako zagotovljena skladnost pomikov in zasukov togega ter prozˇnega dela
krtacˇke.
Pri simulacijah so bili uporabljeni sledecˇi parametri: Baker-grafitna krtacˇka z la-
stnostmi;m=1,27·10−3 kg, ρ=2560 kg/m3, J=3,52·10−8 kgm2, l=16,5·10−3m, h=6,4·10−3m,
w=4,6·10−3m, ν=0,33 ter modul elasticˇnosti E, ki pa je dolocˇen v preglednici 4.2.
Preglednica 4.2: Modul elasticˇnosti krtacˇke glede na temperaturo krtacˇke.





Drsni obrocˇek z materialnimi lastnostmi; ρ=8940 kg/m3, ν=0,34, E=132GPa in J=4,5·10−3 kgm2,
ki pa izhaja iz rotorja, saj je povezava med drsnim obrocˇkom in rotorsko gredjo toga.
Krtacˇka pa je poleg interakcij z drsnim obrocˇkom v precˇni smeri v kontaktu tudi z
nosilcem krtacˇk z materialnimi lastnostmi; ρ=1990 kg/m3, ν=0,36, E=19GPa.
Simulacije dinamskega sistema so bile izvedene v programski kodi [65], pri cˇemer je bil
cˇas simulacije dolocˇen na podlagi cˇasa, potrebnega za vsaj en vrtljaj drsnega obrocˇka;
pri minimalnih vrtljajih je bil cˇas simulacije 0,06 s. Simulacije, ki so predstavljene
v nadaljevanju, so bile izvedene na osnovi eksperimentalnih raziskav pri temperaturi
okolice 23 ◦C ter pri 1000, 5000 in 10000RPM ter pri 1000RPM in 80 ◦C.
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4.4.1 Vpliv materialnih lastnosti na dinamiko krtacˇke
Na sliki 4.33 je prikazano gibanje krtacˇke v smeri x za togo in prozˇno telo pri dveh
temperaturah krtacˇke 37 ◦C in 80 ◦C ter pri konstantni vrtilni hitrosti drsnega obrocˇka
1000RPM, pri cˇemer je za en obrat potrebno 0,06 s. Iz analize gibanja krtacˇke v smeri
x v odvisnosti od cˇasa je opaziti, da je gibanje togega telesa ustaljeno in so tudi
amplitude manjˇse od 1µm. Prav tako je ustaljeno tudi gibanje krtacˇke v y smeri, kjer
pa so amplitude pomikov sˇe manjˇse, 0,2µm, slika 4.34. Sprememba zasuka krtacˇke θ
v odvisnosti od cˇasa, prikazana na sliki 4.35, je prav tako zanemarljiva. Na sliki 4.36
je izraziteje prikazano gibanje tezˇiˇscˇa krtacˇke v smeri y v odvisnosti od smeri x. Iz
analize rezultatov dinamike togega telesa lahko povzamemo, da ko se krtacˇka postavi v
svojo nevtralno lego, ko je v kontaktu z drsnim obrocˇkom in nosilcem krtacˇk, je njeno
gibanje zanemarljivo v primerih togih teles. Pri analizi gibanja krtacˇke kot prozˇnega
telesa, kot je prikazano na sliki 4.36, pa temu ni vecˇ tako. Amplitude tezˇiˇscˇa krtacˇke
so sˇe vedno majhne, do 7µm v x smeri in do 3,5µm v y smeri, pri cˇemer pa je pri
gibanju krtacˇke obravnavane kot prozˇno telo opaziti tudi odstopanja nivojev amplitud
za razlicˇno temperaturo. Slednje so pri 80 ◦C dvakrat manjˇse kot pri 37 ◦C. Zaradi
spremembe temperature se namrecˇ spremenijo materialne lastnosti krtacˇke, kar privede
do tega, da je pri temperaturi 80 ◦C koeficient trenja vecˇji (slika 4.21) in je polozˇaj
gibanja tezˇiˇscˇa krtacˇke premaknjen k vodoravni legi.















37 ◦C - prozˇno
37 ◦C - togo
80 ◦C - prozˇno
80 ◦C - togo
Slika 4.33: Gibanje tezˇiˇscˇa krtacˇke v smeri x v odvisnosti od cˇasa.
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37 ◦C - prozˇno
37 ◦C - togo
80 ◦C - prozˇno
80 ◦C - togo
Slika 4.34: Gibanje tezˇiˇscˇa krtacˇke v smeri y v odvisnosti od cˇasa.













37 ◦C - togo
80 ◦C - togo
Slika 4.35: Kot zasuka krtacˇke θ v odvisnosti od cˇasa.
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37 ◦C - prozˇno
37 ◦C - togo
80 ◦C - prozˇno
80 ◦C - togo
Slika 4.36: Gibanje tezˇiˇscˇa krtacˇke v smeri y v odvisnosti od smeri x.
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V nadaljevanju pa so na slikah 4.37, 4.38, 4.39 in 4.40 prikazani rezultati dinamske
analize krtacˇke obravnavane kot prozˇno telo, simulirane po metodi AVK, v odvisnosti
od temperature glede na vrtljaje drsnega obrocˇka. Tako so simulacije vkljucˇevale po-
goje, ki so bili dolocˇeni na podlagi eksperimentalnih analiz predstavljenih v prejˇsnjih
poglavjih, pri katerih so se pojavljala najvecˇja odstopanja pri obrabi in koeficientu
trenja ter kontaktni upornosti glede na pogoje obratovanja. Rezultati simulacij so
tako prikazani pri temperaturi krtacˇke 37 ◦C in 80 ◦C so izvedeni pri vrtljajih drsnega
obrocˇka 1000RPM, pri temperaturi 58 ◦C pri 5000RPM in pri temperaturi 72 ◦C pri
10000RPM.
Iz analize dinamike srediˇscˇne tocˇke krtacˇke smo opazili, da se v x smeri poleg osnovnega
nihanja krtacˇke s frekvenco 550Hz, ki je prisotno kot posledica kontaktov med drsnim
obrocˇkom in krtacˇko, pojavljajo sˇe dodatna nihanja krtacˇke, slika 4.37. Slednja, mikro
nihanja krtacˇke so izrazitejˇsa pri viˇsjih vrtilnih hitrostih obrocˇka in prisotna le v x
smeri, jih lahko povezujemo z vplivom stanja kontaktne povrsˇine drsnega obrocˇka na
dinamiko krtacˇke.
S faznima diagramoma v smeri x (slika 4.39) in v smeri y (slika 4.40) je nazorno
prikazano za primera pri 37 ◦C in 80 ◦C, kako ista vrtilna hitrost drsnega obrocˇka in
le spremenjene materialne lastnosti krtacˇke (krtacˇka je pri viˇsji temperaturi mehkejˇsa)
bistveno umirijo dinamiko krtacˇke. Slednje se odrazˇa na zmanjˇsanju povrsˇine faznega
diagrama s poviˇsanje temperature krtacˇke. Pri povecˇanju temperature krtacˇke iz 58 ◦C
na 80 ◦C in zmanjˇsanju vrtilne hitrosti drsnega obrocˇka iz 1000RPM na 5000RPM pa
se povrsˇini faznih diagramov ne spremenijo, le polozˇaj tezˇiˇscˇa krtacˇke se premakne v
novo lego.
4.4.1.1 Sklep
V prvem delu poglavja 4 je bilo predstavljenega veliko eksperimentalnega dela, ki sluzˇi
kot osnova za izvedbo numericˇnih simulacij dinamskih analiz krtacˇke. Tako so bili za
potrebe simulacij na podlagi analiz dolocˇeni koeficient trenja med drsnim obrocˇkom
in krtacˇko ter modul elasticˇnosti krtacˇke v odvisnosti od temperature. Z vkljucˇitvijo
eksperimentalno dolocˇenih parametrov v dinamsko analizo smo tako dobili odzive baker
grafitne krtacˇke v odvisnosti od mehanskih obremenitev.
Z numericˇnimi simulacijami, v katerih smo krtacˇko simulirani po metodi AVK, smo tako
potrdili, da je krtacˇka pri temperaturi okolice 23 ◦C in konstantnih vrtljajih drsnega
obrocˇka 1000RPM najbolj nemirna, sliki 4.36, 4.40. Slednje se odrazˇa na cˇasovni
spremenljivosti kontaktnih situacij, oblikovanju kontaktov in posledicˇno na povecˇanju
kontaktnih upornosti, kar sovpada z rezultati meritev kontaktnih upornosti, slika 4.12.
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37 ◦C - prozˇno
58 ◦C - prozˇno
72 ◦C - prozˇno
80 ◦C - prozˇno
Slika 4.37: Gibanje srediˇscˇa krtacˇke simulirane po metodi AVK v smeri x v odvisnosti
od cˇasa.













37 ◦C - prozˇno
58 ◦C - prozˇno
72 ◦C - prozˇno
80 ◦C - prozˇno
Slika 4.38: Gibanje srediˇscˇa krtacˇke simulirane po metodi AVK v smeri y v odvisnosti
od cˇasa.
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37 ◦C - prozˇno
58 ◦C - prozˇno
72 ◦C - prozˇno
80 ◦C - prozˇno
Slika 4.39: Fazni diagram srediˇscˇne tocˇke krtacˇke v smeri x.
















37 ◦C - prozˇno
58 ◦C - prozˇno
72 ◦C - prozˇno
80 ◦C - prozˇno
Slika 4.40: Fazni diagram srediˇscˇne tocˇke krtacˇke v smeri y.
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5 Zakljucˇek
Pri nacˇrtovanju novih ali pri optimizacijah obstojecˇih izdelkov so potrebe po na-
tancˇnejˇsem poznavanju ter razumevanju delovanja izdelkov. Ker pa so izdelki obicˇajno
zelo kompleksni, se slednje obicˇajno obravnava locˇeno, po delih. Tako je tudi v pri-
meru alternatorja, kot je v delu predstavljen in obravnavan le sklop krtacˇke, nosilca
krtacˇk in drsnega obrocˇka. Omenjeni sklop se uvrsˇcˇa med kljucˇnejˇse dele izdelka,
saj s cˇasovno spremenljivimi kontaktnimi situacijami med drsnim obrocˇkom, nosilcem
krtacˇk in krtacˇko, vplivajo na dinamiko krtacˇke, ki posledicˇno vpliva na delovanje ter
na dobo trajanja izdelka. Zato je bistveno poznavanje in razumevanje dinamike krtacˇke
pri razlicˇnih mehanskih obremenitvah.
Za ustrezno postavitev dinamskega modela sklopa krtacˇke, nosilca krtacˇk in drsnega
obrocˇka so tako v delu najprej predstavljene osnove kinematike vkljucˇno s kinematicˇnimi
povezavami. Slednje so vkljucˇene v programsko kodo in validirane na enostavnem pri-
meru kinematicˇne analize rocˇicˇnega mehanizma z drsnikom gnanega s konstantno kotno
hitrostjo. Nato so na osnovi kinematike podane osnove dinamike togih ter prozˇnih teles
z vkljucˇenimi posplosˇenimi silami, ki pa so kljucˇne za postavitev ustreznega dinamskega
modela. Prozˇna telesa so v delu obravnavana po metodi absolutnih vozliˇscˇnih koor-
dinat - AVK. Dinamska analiza sistema sestavljenega iz togih in prozˇnih teles je bila
ovrednotena na primeru rocˇicˇnega mehanizma z drsnikom, na katerega je bila apli-
cirana posplosˇena zunanja sila in rocˇicˇna gred gnanega z momentom. Ker dinamske
sisteme sestavljajo tudi iterakcije med telesi, so v delu obravnavane tudi kontaktne
situacije. Slednje so v delu obravnavane z zvezno metodo z vkljucˇitvijo vecˇ socˇasnih
kontaktnih situacij diskretno definiranih ravninskih teles. Ker so telesa definirana z
velikim sˇtevilom tocˇk in bi bila vektorska analiza zelo zamuden proces se je zaznavanje
kontaktov obravnavano v dveh nivojih; grobo zaznavanje, ki omogocˇa hitro in eno-
stavno preverjanje kontaktnih situacij prek preverjanja prekrivanja mejnih kvadratov
in eksaktno zaznavanje. Pri eksaktnem zaznavanju kontaktov, se ob pogoju prekrivanja
mejnih kvadratov na zadnjem nivoju, v vsakem cˇasovnem trenutku preverja oddalje-
nosti tocˇk v kontaktu in dolocˇitev ustreznega trenutka posameznega kontakta. Zaradi
potrebe po natancˇni dolocˇitvi trenutka kontakta, ki vpliva na dolocˇitev kontaktnih sil,
se je vpeljalo sˇe dodatne pogoje za dolocˇitev zacˇetka kontakta. Kontaktne sile, katere
so znane v vsakem cˇasovnem trenutku, so dolocˇene z uporabo Lankarani-Nikravesh-
ovega kontaktnega modela, ki uposˇteva disipacijo energije v kontaktu, pri cˇemer pa so
sile trenja dolocˇene prek Coulombovega modela trenja, kateri pa je bil dopolnjen sˇe z




Za ustrezno postavitev dinamskega modela je bila tako najprej izvedena tudi natancˇna
eksperimentalna analiza krtacˇke. Z eksperimentalno analizo krtacˇke se je pri razlicˇnih
mehanskih obremenitvah dolocˇilo kontaktno upornost krtacˇke in drsnega obrocˇka, ob-
rabo krtacˇke, koeficient trenja in materialne lastnosti krtacˇke. Materialne lastnosti
krtacˇke v odvisnosti od temperature pa so bile dolocˇene prek analize dinamskega od-
ziva uporovno segrevane krtacˇke, s katero je bil tako dolocˇen modul elasticˇnosti krtacˇke
za vsako temperaturo in razmernik histereznega dusˇenja. Prek razmernika dusˇenja
krtacˇke je bilo ugotovljeno, da ima obravnavana baker-grafitna krtacˇka dve tempera-
turni obmocˇji (med 80 ◦C in 90 ◦C ter okrog 180 ◦C), kjer se lastnosti materiala krtacˇke
bistveno spremenijo. V temperaturnem obmocˇju okrog 80 ◦C je bilo opazˇeno nenadno
povecˇanje razmernika dusˇenja za 15%, povecˇanje koeficienta trenja ter obrabe za pet
krat. Z vpeljavo eksperimentalnih parametrov v numericˇno simulacijo je tako bilo do-
kazano, da sprememba materialnih lastnosti krtacˇke bistveno vpliva na njeno dinamiko.
Njen vpliv pa je bil najbolje izrazˇen pri simulacijah krtacˇke kot prozˇnega telesa, pri
katerih je bilo z analizo polozˇaja tezˇiˇscˇa v odvisnosti od cˇasa ugotovljeno, da je krtacˇka
pri obratovanju s konstantno vrtilni hitrost najbolj nemirna (najvecˇje amplitude in
najvecˇja povrsˇina faznih diagramov) pri nizˇjih temperaturah (37 ◦C).
5.1 Prispevek dela
Prispevek te sˇtudije je razdeljen na vecˇ delov. Strokovni doprinos dela predstavljata
izdelava namenskega preizkusˇevaliˇscˇa in programske kode za numericˇno simuliranje
(DyS ) [65], znanstveni doprinos pa je razdeljen v tri dele:
Cˇasovno spremenljiv odziv dinamike krtacˇke
V okviru teorije in z implementacijo slednje v lastno programsko kodo DyS [65], razvite
v sklopu te sˇtudije, je bila obravnavana ravninska dinamika togih ter prozˇnih teles po
metodi AVK, z vecˇ socˇasnimi kontakti po zveznem pristopu. Slednja je v delu prikazana
na numericˇnih simulacijah dinamike baker-grafitne krtacˇke, ki je obravnavana kot togo
in kot prozˇno telo z vecˇ socˇasnimi kontakti med drsnim obrocˇkom in nosilcem krtacˇk.
Kontakti so obravnavani kot splosˇni kontakti, ker pa je geometrija teles diskretno
definirana je zaznavanje kontaktnih situacij zaradi hitrosti in natancˇnosti izvedeno v
dveh nivojih (grobo in eksaktno). S pomocˇjo numericˇnih simulacij je prikazan cˇasovno
spremenljiv odziv dinamike krtacˇke pri razlicˇnih mehanskih obremenitvah.
Dolocˇitev optimalnega obmocˇja delovanja krtacˇke
V sklopu dela je bilo izdelano namensko preizkusˇevaliˇscˇe za preizkusˇanje krtacˇk in
drsnih obrocˇkov. S pomocˇjo namenskega preizkusˇevaliˇscˇa se je dolocˇilo vpliv mehanskih
ter elektricˇnih obremenitev na spremembo kontaktne upornosti drsnega obrocˇka in
krtacˇke ter vpliv slednjih na obrabo. Eksperimentalno se je dolocˇilo optimalno obmocˇje
delovanja baker-grafitne krtacˇke glede na mehanske in elektricˇne obremenitve.
Vpliv temperature na materialne lastnosti krtacˇke
V sklopu eksperimentalne raziskave so bili s pomocˇjo analize dinamskega odziva baker-
grafitne krtacˇke dolocˇeni razmernik histereznega dusˇenja krtacˇke, lastne frekvence
krtacˇke in posledicˇno tudi modul elasticˇnosti krtacˇke, ki je bil implementiran v nu-
mericˇne simulacije krtacˇk. Prikazana je bila povezava med razmernikom dusˇenja in
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DSC analizo materiala krtacˇke, ter kriticˇna temperaturna obmocˇja, ki vplivajo na od-
ziv baker-grafitne krtacˇke.
5.2 Sklepne misli in nadaljnje delo
Celotna sˇtudija vkljucˇno s teoreticˇnimi osnovami in eksperimentalnim delom temelji na
realni inzˇenirski aplikaciji, delu, ki vpliva na delovanje alternatorja. Tako je obravna-
vani sklop krtacˇke, nosilca krtacˇk in drsnega obrocˇka zaradi povezave med mirujocˇim in
vrtecˇim se delom kljucˇen, saj predstavlja mehanski in elektricˇni kontakt z vzbujevalnim
navitjem. Slednje se odrazˇa na odzivu delovanja izdelka in njegovi dobi trajanja.
V procesu sˇtudija in postavitve dinamskega modela obravnavanega sklopa smo se srecˇali
z dvema vecˇjima izzivoma. Prvi je bila eksperimentalna dolocˇitev materialnih lastnosti
krtacˇke ter eksperimentalno vrednotenje mehanskih in elektricˇnih vplivov na kontak-
tne situacije med drsnim obrocˇkom in krtacˇke ter dolocˇitev obrabe prosto vpete baker
grafitne krtacˇke. Drugi izziv pa je bila implementacija teorije togih ter prozˇnih teles
z vecˇ socˇasnimi kontaktnimi situacijami, saj je bilo s simulacijami ugotovljeno, da je
krtacˇka lahko v kontaktu tudi v vecˇ kot dvajsetih kontaktnih tocˇkah. Zaradi velikega
sˇtevila tocˇk, ki definirajo geometrijo drsnega obrocˇka in krtacˇke ter vkljucˇitve prozˇnih
teles, so bile numericˇne simulacije zelo dolgotrajne (1 mesec racˇunanja za simulira-
nje 0,6 s) v ta namen bi bilo v prihodnje smiselno dograditi lastno programsko kodo,
da bi omogocˇala socˇasno racˇunanje na vecˇ procesorskih jedrih in optimizirati proces
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· uiP . (1.2)
Transformacijska matrika Ai je definirana kot:
Ai =
[
cos θi − sin θi
sin θi cos θi
]
, (1.3)
in je odvisna od kota zasuka θi (Ai = Ai(θi)) in kot zasuka θi je odvisen od cˇasa




















· θ˙i · uiP , (1.4)
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kjer je Aiθ definiran kot:
Aiθ =
[ − sin θi − cos θi
cos θi − sin θi
]
, (1.9)
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i − (θ˙i)2AiuiP + θ¨iAiθuiP . (1.12)
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A.3. Integracijska metoda Runge-Kutta-Fehlberg
Integracijska metoda RKF, predstavljena v nadaljevanju, je povzeta po literaturi [100].
Metoda RKF numericˇno dolocˇi y(t) z zacˇetnim problemom, definiranim kot:
y′ = f(t,y), a ≤ t ≤ b, z y(a) = y0, (1.13)
pri cˇemer sta a in b integracijski meji. Z znanim zacˇetnim pogojem se za funkcijo ϕ
zapiˇse kot:
wi+1 = wi + hiϕ(ti, wi, hi), za i = 0, 1, . . . , N − 1. (1.14)
Pri tem je potrebno zagotoviti, da se za predpisano toleranco ε > 0, pri uporabi
minimalnega sˇtevila tocˇk zagotovi, da vrednost globalne napake |y(ti)−wi|, ne presezˇe
ε za vsak i = 0,1, . . . , N . Ker natancˇne vrednosti globalne napake integracijske metode
ni mogocˇe dolocˇiti, obstaja povezava z lokalno napako. Slednjo lahko predstavimo z
dvema aproksimacijskima tehnikama. Prva je dolocˇena z Taylorjevo metodo n-tega
reda kot:
y(ti+1) = y(ti) + hϕ(ti, y(ti), h) +O(h
n+1), (1.15)
in dolocˇi aproksimacijo z lokalno napako τi+1(h) = O(h
n). Na kar je w0 = y0 in
wi+1 = wi + hϕ(ti, wi, h) za i > 0. Druga metoda je podobna ampak enega reda viˇse
in je oblike:
y(ti+1) = y(ti) + hϕ˜(ti, y(ti), h) +O(h
n+2), (1.16)
kjer pa je lokalna napaka τ˜i+1(h) = O(h
n+1). Na kar je w˜0 = y0 in w˜i+1 = w˜i +
hϕ˜(ti, w˜i, h) za i > 0.
Najprej predpostavimo, da je wi ≈ y(ti) ≈ w˜i in izberemo fiksno velikost cˇasovnega








− ϕ(ti, wi, h)
=























(w˜i+1 − wi+1). (1.19)
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Pri cˇemer τi+1(h) je O(h
n) in τ˜i+1(h) je O(h




(w˜i+1 − wi+1). (1.20)
Tako lahko oceno za lokalno napako O(hn) zapiˇsemo kot:
τi+1(h) ≈ 1
h
(w˜i+1 − wi+1). (1.21)
Ker pa je cilj prilagoditev velikosti integracijskega koraka h ob zagotovitvi velikosti
napake znotraj dolocˇenih mej in cˇe velja da je τi+1(h) reda O(h
n), potem je sˇtevilo K,
neodvisno od h, velja:
τi+1(h) ≈ Khn. (1.22)
Pri cˇemer pa se lahko lokalno napako dolocˇi z uporabo metode n-tega reda s korakom
qh in z uporabo priblizˇkov wi+1 in w˜i+1, na kar sledi:
τi+1(qh) ≈ K(qh)n = qn(Khn) ≈ qnτi+1(h) ≈ q
n
h
(w˜i+1 − wi+1). (1.23)
Za omejitev τi+1(qh) z ε, se q dolocˇi kot:
qn
h
|w˜i+1 − wi+1| ≈ |τi+1(qh)| ≤ ε, (1.24)







Zgoraj predstavljena metoda za kontrolo napake v enacˇbi (1.25) je uporabljena tudi
v metodi RKF, pri cˇemer je v teoriji kontrole napake je zacˇetna vrednost h pri i-
tem koraku uporabljena za dolocˇitev zacˇetnih vrednosti wi+1 in w˜i+1, kateri vodita k
dolocˇitvi q za tisti korak. Vrednost integrirane funkcije v naslednjem cˇasovnem koraku
dolocˇena kot:















ker pa je ocena lokalne napake v Runge-Kutta cˇetrtega reda dolocˇena kot:














kjer pa so koeficienti dolocˇeni kot:
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